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MENSAJE

A través de su historia, la Universidad Auténoma del Estado de México ha tenido como
uno de sus objetivos fundamentales lograr que el estudiantado reciba una educacién
basada en el libre pensamiento, apelando a un sentido cientifico. La Escuela Preparatoria
de la UAEM continuard mostrandose como un punto de inflexién para la comunidad
estudiantil por la calidad de la educacién que se ofrece al tiempo que se enseia a adquirir
conocimientos, valores, habilidades y destrezas que favorezcan el entendimiento de
nuestro entorno social y ambiental.

La responsabilidad de la Universidad Auténoma del Estado de México es asegurar que la
educacién que se imparte en la Escuela Preparatoria contribuya a ampliar el horizonte
personal y profesional de los estudiantes. El enfoque para la apropiacién del conocimiento
parte de aprovechar la experiencia de vida y desde la autonomia de pensamiento y la
reflexién lograr una comprensién mas amplia de la realidad.

El material educativo que tienes en tus manos ha sido elaborado colegiadamente entre
especialistas de cada una de las areas del conocimiento. La creatividad, el pensamiento
critico y reflexivo, asi como el espiritu cientifico del claustro de docencia e investigacion
se reune en esta antologia con el fin de que te acerques al conocimiento con una mirada
critica. Este ejemplar ha sido elaborado con el fin de establecer un aprendizaje dialdgico
qgue estimule tu curiosidad, que te sirva como guia, y que invariablemente te provoque
pasion por el conocimiento.

El objetivo es lograr que recibas una educacién integral e incluyente que incida de manera
positiva en tu trayectoria escolar. Por ello es importante que asumas un compromiso
personal, empefio y dedicacién que te permita apropiarte del conocimiento.

Patria, Ciencia y Trabajo

Doctor en Ciencias e Ingenieria Ambientales
Carlos Eduardo Barrera Diaz
Rector
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Expresiones algebraicas

Competencias genéricas y atributos'

Nt 1. Se conoce y se valora a si mismo, aborda problemas o retos teniendo en cuenta los objetivos
que persigue.

1.1. Enfrenta las dificultades que se le presentan, es consciente de sus valores, fortalezas y
debilidades.

4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la
utilizacion de medios, coédigos y herramientas apropiados.

4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linguisticas, matematicas o gréficas.

4.5. Maneja las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TIC) para poder obtener
informacion y expresar ideas.

5. Desarrollainnovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos establecidos.

5.1. Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como cada

uno de sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.
Competencias
genéricas y atributos
definidos en el Marco
Curricular Comun
(MCC).

5.2. Ordena informacion de acuerdo a categorias, jerarquias y relaciones.
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5.6. Utiliza las TIC para procesar e interpretar informacion.
8. Participa y colabora de una manera efectiva en equipos diversos.

8.1. Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar un proyecto en equipo,
definiendo un curso de accidon con pasos especificos.

8.2. Aporta puntos de vista con apertura y considera los de otras personas de manera reflexiva.

Competencias disciplinares basicas y extendidas

1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion de procedimientos
aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales para la comprension y analisis de
situaciones reales, hipotéticas o formales.

2. Formula 'y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos y los
contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.

4. Argumenta la solucion obtenida de un problema, con métodos numéricos, graficos,
analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las TIC.

Introduccion

La Aritmética surgiod por la necesidad que tenian los pueblos primitivos de medir el tiempo y
contar sus posesiones; el origen del Algebra es muy posterior, puesto que debieron transcurrir
muchos siglos para que el Hombre llegara al concepto abstracto de nimero, su fundamento.
La obra més antigua que se conserva sobre el Algebra es la de Diofanto de Alejandrfa (siglo
IV d. C.), sin embargo, el gran desarrollo experimentado por esta materia se debid sobre todo
a los matematicos arabes y, muy en particular, a Al-Khwarizmi (siglo IX d.C.), quien senté sus
bases tal como la conocemos hoy dia.

El Algebra fue originalmente concebida como una generalizacion y extension de la Aritmética
y, para lograrlo, se introdujeron simbolos (usualmente letras) para representar cantidades
conocidas o desconocidas. En Europa, esta ciencia fue introducida por los arabes en el siglo
X'y, en el siglo XVII, René Descartes le dio un gran impulso al lenguaje matematico pues
simplificd y completé la estructura simbdlica del Algebra, adaptando las primeras letras del
abecedario para indicar cantidades conocidas o constantes (a, b, ¢, d...) y las Ultimas letras
para las cantidades desconocidas, incognitas o variables (u, v, w, x, y, z).

12



Algebra: Exoresiones algebraicas

1. Definicion de término y expresion algebraica

El Algebra es la rama de las Matematicas que estudia cantidades de un modo mas
general. Por ejemplo, para el calculo del area de un triangulo se utiliza la féormula:

bh
A="3

Donde A representa el area, b la base y h la altura. A, by h varian segun sea el triangulo de
que se trate y por eso se les llama variables. En este caso el denominador es una constante.

Otro ejemplo es la formula para calcular el perimetro (longitud) de una circunferencia:
P =2nr

Donde el perimetro Py el radio r son las variables. El nUmero 2 y T son constantes.

Una expresion algebraica es una combinacion de nimeros vy literales
(constantes y variables) unidos por los signos de las operaciones: adicion,
sustraccion, multiplicacion, division, potenciacion y radicacion.

Algunos ejemplos de expresiones algebraicas son:

4—2x I 4x—
3+ dx—7, L By + —— e
3xyz V5y x —8

La expresion algebraica mas simple es el término algebraico.

Un término algebraico es la minima expresion algebraica irreductible y
esta formado por un conjunto de nimeros  literales asociados entre si solo
mediante operaciones de multiplicacion, division, potenciacion y radicacion.

Son egjemplos de términos algebraicos:
6
X, 2x3, 5, o —4x2y3, 3xyz, 7xy5, mn

Un término algebraico esta formado por coeficiente, literales y exponentes, como se indica a

continuacion:
Coeﬂginte / / /
5 x2y4 73
v

Para ilustrar el concepto de término, se muestran dos ejemplos de términos algebraicos en los
que se identifican cada uno de sus elementos:

Término 2x%y37° -3m’n
Coeficiente 2 -3
Literales X, 2 m, n
Exponentes 2,3,5 5,1
Signo + -

13
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Ejercicio
Maodulo 1

Identifica en los siguientes términos algebraicos cada uno de sus elementos.

Término -5pg*r® % abic?

Coeficiente

Literales

Exponentes

1.1. Clasificacion de expresiones algebraicas

Una expresion algebraica se clasifica de acuerdo al nimero de términos que contiene.

Un monomio es una expresion algebraica formada por un solo término.

Ejemplos:
2x3, 3xy*,  Sabc, Tmn®, \/5

Un binomio es una expresion algebraica formada por la adicion o
sustraccion de dos monomios.

Ejemplos:

b+ec, 3x% —9x, 6m — n, xX—y

Un trinomio es una expresion algebraica formada por la adicion o
sustraccion de tres monomios.

Ejemplos:

a+b+c, X2+ 2xy + y?, X+ xt+x

Una expresion algebraica formada por cuatro términos se denomina expresion algebraica de
cuatro términos, y asi sucesivamente.

Ejemplo:
Clasifica las expresiones siguientes de acuerdo al numero de términos que contienen.

Expresion Clasificacion

6xy + 2x°y* =3 %

Trinomio

1

2
X

Expresion algebraica de un término

3a - 2b

Binomio

3_2x +4x} - 522+

x —10

Expresion algebraica de cinco términos

14



Algebra: Expresiones algebraicas

Clasifica las expresiones siguientes de acuerdo al nimero de términos que contienen.

Expresion Clasificacion

X3+ 3x%y + 3xy% + y?
1

2x

4dm —3mn + 4 Tn —2m’n® =20

xX+y+z

1.2 Grado absoluto y grado relativo de un término
Un término algebraico tiene dos tipos de grados: absoluto y relativo.

El grado absoluto se obtiene al sumar los exponentes de las variables que aparecen en
el término.

Ejemplo:
Determinar el grado absoluto del término 3° x? y3 73

Solucion:
Su grado absoluto es 8, debido a que la suma de los exponentes de las variables es:
2 + 3 + 3 =8 (el exponente de 3 no se incluye porque el 3 no es variable).

El grado relativo, o con relacion a una variable, es el dado por cada uno de los exponentes de
las variables consideradas en forma individual.

Ejemplo:
Obtener los grados relativos del término 3° x? y* 73

Solucion:

Con respecto a x es de segundo grado
Con respecto a y es de tercer grado
Con respecto a z es de tercer grado

Obtén los grados relativos y el grado absoluto del término 7° a° bc®

10
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Un polinomio es una expresion algebraica en la cual los exponentes de las variables son
numeros enteros positivos.

Son gjemplos de polinomios.
x—=2x34+ 3x*—5x + 2, 2m—n’, a*—ab - a® b?

Se debe tener en cuenta que todos los polinomios son expresiones algebraicas, pero no todas
las expresiones algebraicas son polinomios.

El grado de un polinomio corresponde al mayor de los grados absolutos de los términos que
lo forman.

Polinomio de grado uno o de primer grado: 2x — 3
Polinomio de grado dos o de segundo grado: x> + 3x — 6

Polinomio de grado tres o de tercer grado: 4x* + 5x* — 8x + 3
Asi hasta llegar a un polinomio de grado n, cuya forma general es:

2 3 n—1 n
a0+a1x+a2x +a3x + +an_1x +anx

Donde cada a,€ R parai=0,1..., n

Dos 0 mas términos son semejantes cuando tienen igual grado relativo
en cada una de sus variables y, por ende, el mismo grado absoluto.
Solamente pueden diferir en sus coeficientes.

Indica si los términos mostrados en cada inciso son © no semejantes.
a) —5xy* 2%, 10xy* 2

b) —5x%y, 0.25xy, %xzy

C) 2xy*z, —1lxy’z

Solucion:

a) Si son términos semejantes, porque tienen el mismo grado relativo en cada una de sus
variables; es decir, enx es 1, enyes 4y en z es 3 y en consecuencia el grado absoluto en
ambos es 8.

b) Si son términos semejantes, porque los tres tienen el mismo grado relativo en cada una
de sus variables; es decir, en x es 2 y en y es 1 y en consecuencia el grado absoluto
en ambos es 3.

10



Algebra: Expresiones algelbraicas

c) No son términos semejantes, porque, aunque el grado relativo de las variables x y z es el
mismo, el grado relativo de y en el primero es diferente al del segundo y, por ende, el grado
absoluto también difiere pues para €l primero es 4 y para el segundo es 5.

Indica si los términos mostrados en cada inciso son 0 No semejantes.

a) —9x?yz*, 12xy%z*

b) —6mn? , 1.3mn?, %mn2

c) llabc , —10abc

El valor numérico de una expresion algebraica se obtiene sustituyendo en las literales los valores
que se les han asignado y realizando las operaciones y simplificaciones correspondientes.

Obtener el valor numérico de las siguientes expresiones:

20+ 3 =3

a) 2xy*+ 3x—y si y=2
S5x%y + 4xty? fx==2

b) T Si: {y:—l

2. Leyes de exponentes y radicales

Si n es un numero entero positivo, la potencia enésima de un ndmero
real a, denotada por a”, se define como el producto de n factores, siendo
cada uno de ellos iguales a a. Esto es:

a'=(a) (a) () ()

nveces
Donde:
a es la base
n es el exponente

a es la potencia enésima de a

Desarrolla las siguientes potencias.
a) 2°
3
9 ()
c) (a+ b)*
d) «f
Solucion:
a) 2°=(2)(2)(2)(2)(2) =32

0 (3) = (3)(5)(3) = (55)
C) (a+b)y'=(a+b)(a+b)(a+b)(a+b)

d 0= @ @

17
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Desarrolla las siguientes potencias.

a) 5%=
L 2y
Ejercicio b) (;) =
Médulo 1

c) (2x+3y)’=

d) a*=

2.2 Leyes de los exponentes
Sia,be RAamne Z

Ley 1.a"a" =a™"

Ley 2. (a")"=a™

Ley 3. (ab)' = a™b"
aﬂ

I_ey 4., am

Ley 5.a°=1

=a"™ para a#0

Ley 6. (%)n =Z—: parab+#0

ley 7. a "=

a=|._.

Basado en
competencias

Las leyes 1, 2 y 3 pueden generalizarse a tres 0 mas factores. Por ejemplo, al generalizar la 1
se obtiene lo siguiente

aramal--- g = gtrmrereEr

Ejemplos:

1. ¥ xX3=x =x° Ley 1
2. () =y Ley 2
3. (aby’ = a’ b’ Ley 3

5

4, % =x3 =57 Ley 4
5. 7°=1 Ley 5
6. (4) = Z—: Ley 6
7. 52= % Ley 7

Las leyes de los exponentes se utilizan para simplificar expresiones, como en los ejemplos siguientes:

Ejemplos:
Simplifica las siguientes expresiones.

a) (¥y’)=

18



Algebra: Exoresiones algebraicas

d) §=
e)y4y6z—3=
) (@b =
5 3
9 T =
yy
(a7b8)2 _
o) =
Solucion:
a) (*y) = () () =x"0y" Leyes 3y 2
b) <x?>“ _&) Leyes 6y 2
T T a3 =12
y o)y
C) (3a®b%)? = (3a® (1))*> = 32(a®)?*(1)>=9a'? Leyes 5,3y 2
3
Yy 1
d — = 3_7= _4=_ LeeS4 7
) y7 y y y4 | ylo Y/ y
e) y4 y6 Z—3=y4+6 Z—3:y10 2_3:)/107:7 Leyes 1 y7
1 1 1
5 H2)-3 — 5\-3 2\-3 — 415 })6 - — — _
f)(asbz _(8a) BH3=ab = S 6T 0 Leyes 3,2y 7
X X X
9 1i="5 Ley 1
yy Y
74,82 7\2 8\2 14 , 16
ab’) a) (b b
h) Ea3b2)3 = §a3)3 Ebzis = aag b = a’b" Leyes 3,2y 4

Existen expresiones mas laboriosas que igualmente requieren del uso de dos o mas leyes.

Simplifica las siguientes expresiones dejando exponentes positivos.

8x 7y '\’
(%)
2xy

7x*3y322 3 atp et -2
2a*b’c? > < 3x 7y 27 )

19
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Ejercicio
Modulo 1

Solucion:
8x—zy—1 -3 x9
= ~2-1 -1 = (-4) )3 — “313)3 =43 y9 9 =
a) P (4x>"y )P=4xy)P=47 2"y 61

el ) (0 (3R @) (3 2ahey ST
b)( e ) 5¢ _< P )( 5¢ >_( Fac > 5 350 1125¢"

<3a'2 )2( 2a )'l(b_'l>'2_ 37at\(2"a" b\ 3aic! _ 8¢
° b bc 3a) \ b* A A 2a’

x2y-3 -5 5x-4y2 3 x»10y15 53x-12y6 53x-22y21 53y21218 125 yZIZIS
d) 3 1 =" 15 3 = 8 = b7 = 2

z z z z z X X
3 3 2\~ J J 39 Yo

o) ( Tx"yz >j< a4b 2c4 )2: T xyz ) a8b4c_8 _ 8b13

2a-4b3c>2 3X—5y-123 2-3a12b-9c6 3-2X10y2z6 343 a4cl4xyllZ12

Simplifica las siguientes expresiones dejando exponentes positivos.

o (312

; (2x'2y3z'4)3 33x3yzz )
(32)cyzz)'2

Resultado:

8y
a) EM

8
o) X
y

20
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Algebra: Expresiones

Si ay b son dos numeros reales y rnun nimero entero positivo, la raiz
enésima de a se define como:

"a=b siysolosi b=a

En la que:

n
«/; es la raiz enésima de a

\F es el radical
a es el subradical o radicando
n es el indice de la raiz

Si n es par, entonces a debe ser positivo (a = 0).
Si n es impar, entonces a puede ser cualquier nimero real a € R.

V16 =4 ya que 42 =16
V81 =3 ya que 34 =81
Y8 =2 ya que 23 =8

Las raices cuadrada con n par tienen dos raices: una positiva y una negativa. Por ejemplo v/ 16
también es — 4 ya que (- 4)* = 16.

En general, se dice que calcular la raiz de un niUmero consiste en obtener una cantidad que, multiplicada
por si misma el nUmero de veces que indique el indice del radical, sea igual al subradical.

Siay b son dos nUmeros reales positivos, m y n dos enteros positivos, entonces
las leyes de los radicales son:

a) Va" ="
o) Vab =Va'Vb
" Va

C)/%—ﬁ

o VVa="Va

Laley 1 se emplea para expresar un radical como exponente racional y viceversa.

2
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Ejemplos:
Escribir en forma exponencial o radical, segun corresponda las expresiones indicadas:

a) 5\/; =x'/
o) Vy* =y
3
C) /212 =Z12/3 — Z4

Ejercicio

Maodulo 1 b) 3 /6 =

Basado en 4/6 _
competencias d y

3. Operaciones con expresiones algebraicas
3.1. Adicion

La adicion de dos 0 mas expresiones algebraicas se realiza sumando los
términos semejantes.

La adicion de términos semejantes se obtiene sumando Unicamente los coeficientes de dichos
términos, permaneciendo igual las variables y l0s exponentes.

2



Algebra: Expresiones algebraicas

La suma de 5xy con 7xy es 12xy, o bien:
Sxy + Txy = 12xy

La suma de dos o0 mas expresiones algebraicas se puede realizar en forma horizontal o en
forma vertical, como se muestra a continuacion.

Efectla la adicion de las expresiones mostradas en cada inciso.
a) (B +5x2—4x +2) + (8 + x* + 9x —6) =

b) (14a*b + 11ab — T7ab* ) + (13a*b + 10ab — ab*) =

C) 2m + 3n) + SGm—6n) + (12n — 15m) =

d) (¢ + r*+q) + Bq+4¢% + 2r) + (6q +3r—7) =

e) (—4x2y+ 3xy2—%>+<9xy2—%x2y+%)=

Resultado:

a) En este caso, efectuaremos la adicion en forma horizontal. Se agrupan los términos
semejantes y se operan los coeficientes (a la adicion de términos semejantes también se
le conoce como simplificar o reducir términos semejantes):

=GB+ 8+ 5%+ xH) + (=4x+9x) + (2 - 6)
=113+ 6x*+5x—4

b) Realizaremos este caso en forma vertical, para ello se sitian en una misma columna los
términos semejantes y se reducen. Asi entonces:

14a°b + 11ab — Tab?
13a*b + 10ab — ab?

27a’b + 21ab — 8ab?

c) Agrupamos términos semejantes en forma horizontal y simplificamos:

=2m+5m—15m) + (3n — 6n + 12n)
=-8m+9n

d) Alineamos en forma vertical los términos semejantes y los reducimos:

Gr+ri+q
4¢°r  +3q+2r
+ 6g + 3r -7

5¢°r + r?+10q +5r =7

e) Agrupamos términos semejantes en forma horizontal y simplificamos:

=<—4x2y —%xzy)+(3xy2 +9xy2)+<—%+%)

_ 17 » 2, 1T
= 4)cy+12xy+6
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Efectla la adicion de las expresiones mostradas en cada inciso.

a)(B3x>+2x—=3)+ (5x* = 3x + 8)=

Ejercicio
Médulo 1

b) (4a’b — 3ab + 2a>—3b*) + (2ab + 2a* +3b* - 2a’b) =

C) (5x +2y) + (5x = Ty) + (14x — 11y)=

B

Basado en
competencias

d) (¢*r* + r*+ q») + 3q + 4¢*r* + 2r) + (6¢* + 3r*+ 7q) =

e) (7x2y+%xy2—3)+(5xy2—4x2y+5)=

Resultado :

Q) 8x*—x+5

_)2a*h — ab + 4a®

C) 24x — 16y

d) 5¢%? + 4r*+ 7>+ 10q +2r

e) 3x’y+ %xy2 +2
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La sustraccion de expresiones algebraicas se transforma en adicion al
cambiar el signo de cada uno de los términos del sustraendo 'y, al igual que
la adicion, se puede realizar tanto horizontalmente como verticalmente.

Efectla las siguientes sustracciones.

a) (x> =3x+8) - (16x* - 18x + 15) =

b) (5x* + 3x° = 2x2—x + 3) — Bx* + 4x°* = 8x + 10) =

c) (5m’n + 2m*n® — Tmn® + 8m®) — (6m*n® — 2mn® + 11n’ - 15m’n) =

d) 9a’b + 3a*b? — a*b®) — (11a°b — 14a°b®) + 2a’b — 12a*b* + 3a’b’) =

Solucion:

a) Larealizaremos en forma horizontal cambiando el signo a todos los términos del sustraendo:
=x*-3x+8—-16x*+ 18x - 15
Agrupamos términos semejantes y se reducen:

=(x*>=16x%) + (= 3x +18x) + (8 = 15)
=—15x>+ 15x -7

b) La realizaremos en forma vertical cambiando el signo a todos los términos del sustraendo
y reduciendo los términos semejantes:

5xt 4+ 3x7 = 2x° -x +3
=3x*t =453 +8x — 10
2%t =X =2x? +7x =17

c) La realizaremos en forma horizontal, cambiando el signo a todos los términos del
sustraendo:

=5m’n + 2m*n* — Tmn® + 8m> — 6m>n® + 2mn® — 110>+ 15m’n
Agrupamos términos semejantes y simplificamos:

= (5m’n + 15m’n) + 2m*n? —6m?n?) + (- Tmn’+ 2mn’) + 8m*>—11n°
=20m’n — 4m?n* — Smn® + 8m® — 1113

d) Larealizaremos en forma vertical, cambiando el signo a todos los términos del sustraendo
y reduciendo los términos semejantes:
9¢’b + 3a*h* -a’b’
- 11a’b + 14a°b®
2a°b - 12a*b*>  + 3a’b®
-9a*h*  + 16a°b*
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Efectla las siguientes sustracciones.
a) (5x* — 6x2 — 10x + 84) — (14x* + 13x° — 16x + 5) =
Ejercicio
Médulo 1
b) (9x° — 12x = 13) = (5x° = 2x* + 6) — (7x° + 8x*— 17x + 20) =

C) (m* = 3m*n + 3mn?* — 4n®) — (6n° — 2n’*m + 14nm?*— 11m®) =

d) (5a°b + 2a*b? — 8a*b’) — (19a°b — 4a°b’ + a*b?) =

Solucion:

a) —9x* —13x3 + 6x% + 6x + 79
b) -3x* - 6x>+5x+ 1

C) 12m® —=17m*n + Smn* — 10n°

d) -14a°b + a*b* — 4a°b*

Basado en

competencias

3.3. Multiplicacion

La multiplicacion de expresiones algebraicas se presenta en tres casos de acuerdo al nUmero
de términos que contiene cada factor.

a) Multiplicacion de monomios
Para obtener el producto de dos 0 mas monomios, se multiplican los coeficientes (aplicando
la regla de los signos de la multiplicacion de numeros reales) y las literales se multiplican,
aplicando las leyes de los exponentes.

Ejemplos:
Efectla la multiplicacion de los siguientes monomios.

a) (6xy) (= 4xy) =
b) (8x%y?) (2x%y?) =
c) (—%ab5c3)(%a2b4c) =

d) (5mn) (<7Tm’n) (=3mn’) =

Solucion:
a) (6)(— 4) xxyy = Se multiplican coeficientes
—24x?%y? Se aplica ley 1 de los exponentes
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Algebra: Exoresiones algebraicas

b) (B)(2)(*¥y’y?) =

16x%y°

C) ( —%)(%) aa?b3b e =
(3)ove

d) 5)(=7)(=3)mm’*m nnn° =

105m°n’

Efectla la multiplicacion de los siguientes monomios.

a) (2x%yz) (3xy’z’) =

D) (2ab) (530t = oo 1
C) (%ab4cz)<%a2b4c) =

d) (5r35%) (=7r%s*) (6r2s°) =

o) Multiplicacion de monomio por polinomio
En este caso, se multiplica el monomio por cada término del polinomio (propiedad distributiva).

Ejemplos:
Efectla las siguientes multiplicaciones.

a) 2x(x>+ 5x —4) =
b) 5(3x — 2y + 62) =
C) —2a*(—5a + 2a*) =
d) x3x - 5) =

e) 5a’b*(2a’be + 3a*c — 4b*c?) =

Resultado:
a) 2x)(x)+ (2x)(5x) + 2x)(-4) = Se aplica la propiedad distributiva
2x3+ 10x* — 8x Se multiplican los monomios

b) (5)(3x)+ (5)(=2y) + (5)(62) =
15x — 10y + 30z
0) (=2a>)(=5a) + (-2a%) (2d°) =

10a°-4a’

21



Universidad Auténoma del Estado de México (] Nivel Medio Superior

d) (0)(3x) + ()(=5) =
3x% - 5x
e) (5a*b*)(2a’be) + (5a°b*)(3a*c) + (5a°b%) (—-4b*c?) =

10a’b*c + 15a*b’c — 20a*b°c?

Efectla las siguientes multiplicaciones.
a) 3xy(2x* + 3xy — 5y%) =
Ejercicio
Maédulo 1

b) —2ab(a — 3ab + b) =

C)3x(5x—8) =

d) 7x(x* + 6x) =

Basado en
competencias

e) a’b’*c*(3a’bce + 5a’bc — 4ab*c?) =

c) Multiplicacion de polinomios

La multiplicacion de dos polinomios se efectiia multiplicando cada uno de los términos del
primer polinomio por todos los términos del segundo polinomio, después, se reducen los
términos semejantes y, al igual que la adicion y sustraccion, se puede efectuar tanto en forma
horizontal como vertical. Cuando se tienen tres polinomios, se multiplican dos cualesquiera
de ellos y el resultado se multiplica por el restante.

Ejemplo:
Realiza las siguientes multiplicaciones de polinomios.

a) (3x+2)(3x - 9) =
b) (5x - 3)(x2 +x - 8) =

0) (4x = 2y)(¥> = xy + Ty?) =

d @@= 1lx+2)? +3x—4) =
&) (x—2)(x—3) (x+5) =

) (m?* = 2mn + n®)(m — n) + (m?> — 6mn + n?) (4m— 5n) =

e
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Solucion:

a) Efectuaremos la multiplicacion en forma horizontal:
=3x(3x-9)+2(3x-9)

= 3x(3x) + 3x (= 9) + 2 (3x) + 2(= 9)
=9x*-27x + 6x— 18
=9x>-21-18

b) Realizaremos la multiplicacion en forma vertical, disponiendo los productos parciales de
manera que queden en una misma columnalos términos semejantes para reducirse después:
x> +x -8
X 5x -3
5x3 + 5x% — 40x
-3x2-3x+24
5x3 4+ 2x* —43x + 24

c) Efectuaremos la multiplicacion en forma horizontal:

=4x(x? — xy + Ty*) = 2y(x* — xy + 7y%)

= 4x(x?) + dx(=xy) + 4x(7y%) = 2y(x°) = 2y(=xy) = 2y( 7y°)
= 4x° — 4x%y + 28xy? — 2x%y + 2xy* — 14y3

= 4x% — 6x%y + 30xy* —14y?

d) Efectuandola en forma vertical tenemos:

X’ —11x +2
x> +3x -4
x° - 11x°  +2x?
+3x* —-33x%? +6x
— 4y +44x -8

x 4+3x* —15x3 -=31x? +50x -8

€) Multiplicamos los dos primeros polinomios y el producto resultante lo multiplicamos por el

tercero:
X ) X +5x +6
-3 x 45
¥ —3x x> =5x%? +6x
-2x +6 +5x2 —=25x+30
X2 —5x +6 X —19x + 30

f)  Multiplicamos las parejas de factores y los productos los sumamos:

m* =2mn  +n? m?>  —6mn +n?
m -n 4dm - 5n
m =2m’n  +mn? dm>  =24m’n  + 4mn?
- m’n +2mn?* —n’ - S5m’n +30mn®> -5n°
m*  =3m’n  +3mn®> -1’ 4m*  —=29m’n  + 34mn®* -5n°
m? -3m*n  +3mn* -n?
dm?> =-29m’n  + 34mn* -5n°
Sm*  -32m’n 4+ 37mn* -6n°
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Realiza las siguientes multiplicaciones de polinomios.

Ejercicio a) BGx+2)(x+5)=
Mdodulo 1

b%x — 2)(x> + 5x — 3) =

C) (¥ =3)(*+4y+2)=

d (*=3y-D(*+2y+2)=

&) (m+k)Q2m—k)(m - k) =

Basado en

competencias

f) (242 - 3ab + 5b*)(a + b) + (a> + Sab + b>)(3a + 4b) =

Resultado:

a) 3x*+ 17x + 10

b) x* +3x>=13x+ 6

C) y'+ 4y =y - 12y-6

d) y¥=3y*+y —4y>—8y-2
e) 2m* — m*k — 2 mk* + kK

) 5a° + 8a’bh — 15ab*+ 9b°

3.4. Division
La division de dos expresiones algebraicas se presenta en tres casos.
a) Division de monomios

Al dividir monomios se aplica, en los coeficientes, la regla de los signos de la division de
numeros reales y, en las literales, la ley 4 de las leyes de los exponentes.
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Efectua las siguientes divisiones de monomios.

Efectua las siguientes divisiones de monomios.

o 12

12x2y5 _

d)

—18a°b*c? _
e — 3.5 35 =

—6a’b’c’

o) Division de un polinomio entre un MoNoMIo

Para obtener el cociente, cuando el divisor esta formado por un solo término, se divide cada

término del dividendo entre el divisor efectuando las divisiones resultantes de monomios.

Realiza las siguientes divisiones.

10x +15 _ 10x | 15 _ 5, .3

a _ =
) 5 5 T 5
4 2 4 2
o) X2 X L2 ey
X X X
24" +4a’ — 64’ 24° 4q° 6a’
C) _ = =+ — =
24° 24° 24° 24"
5 3 2 5 3 2
d) l4x” —6x” +8x"—5x _ 14x” _ 6x" |, 8x° Sx

2x 2x 2x 2x

e) 2m'n’ — 4m’n’ + 9m’n —Smn _ 2m*n’ _ dm’n’+9m’n _ Smn_ 4 5.0 4m’n 3

2x

=1+ 2a-3d’

=7x' =3  +4x — >

3mn 3mn

3mn

3mn

31
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Realiza las siguientes divisiones.

2x+15
Ejercicio a3 =
Mdodulo 1
5 3
b) a +23a _
a

4x” + 6x° — 8x
"o =

6x4y -0y’ + 12x2y3 — 6xy*
3xy -

d)

Basado en
competencias

3 2 2 5 2
3m’n +5m n—6m n

2
dm™n

c) Division de un polinomio entre otro polinomio

En este caso se aplica un proceso conocido como algoritmo de la divisiéon, que consiste en los
pasos que se indican a continuacion:

1. El dividendo y el divisor se ordenan en forma decreciente respecto a las potencias de
una misma variable. En caso de faltar algun término, se escribe el término faltante con
coeficiente cero, o bien, se deja un espacio.

2. El primer término del dividendo se divide entre el primer término del divisor y asi se obtiene
el primer término del cociente.

3. El primer término del cociente se multiplica por cada término del divisor, y el producto se
resta del dividendo (lo que equivale a cambiar el signo de los términos del producto). El
resultado de dicha resta es el primer dividendo parcial que se complementa bajando uno
0 mas términos del dividendo segun se necesite.

4. Se divide el primer término del dividendo parcial entre el primer término del divisor para
obtener el segundo término del cociente.
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5. Se multiplica el segundo término del cociente por todo el divisor y el producto se resta del
primer dividendo parcial. El resultado de la resta es el segundo dividendo parcial, que se
complementa bajando uno o mas términos del dividendo segun se necesite.

6. Se continua el procedimiento en la misma forma hasta obtener un residuo igual a cero

(division exacta) o un dividendo parcial cuyo grado sea menor al del divisor (division
inexacta).

Para comprobar la division:

7. Si el residuo es cero, el divisor se multiplica por el cociente obteniéndose como producto
el dividendo.

8. Si existe residuo, éste se suma al producto del divisor por el cociente para obtener el
dividendo.

Realiza las divisiones indicadas.

a) (3a* - 10ab + 3b%) + (3a — b)

D) (Ax* +2x* —4x* +3x—-7)+ 2x - 1)
c) (m* = n*) = (m+n)

d) Bx® = 5x%y — 8xy? = 2y%) + Bx +y)

Solucion:

a) Las potencias de la variable tanto en el dividendo como en el divisor ya estan ordenadas en
forma decreciente. Entonces, siguiendo el algoritmo de la division, la operacion quedaria

como sigue:
a-3b 342
3a-b  3a*-10ab+3b 3q @
3a°+ ab
0 - 9ab+3b° %Zb=—3b
9ab - 3b°
0

b) Como en el inciso anterior las potencias de x ya estan ordenadas en forma decreciente. La
operacion, entonces, quedaria de la siguiente forma:

2% +2x% —x +1

21 [ 4x 420 —4x2 43¢ -7 A
—4x* 42x° 2x
0 + 4x° —4x? 3

—4x3 +2x2 % =2’
0 —-2x*+43x 5

+2x2 —x X _ X

0+ 2x—7 2
—2x +1 X _

—6 2x

33



Universidad Autonoma del Estado de México ° Nivel Medio Superior

c) Ladisposicion de la operacion es de la siguiente manera:

m’ —m*n_+mn* —n’ m’ s
4 4 ——=m
m+n | m -n m
4 3
-m* —m’n 3
-mn __ 2
0 -m’n m . mn
m’n + m*n? .,
0 m’n? mn_ _
= mn
-m’n®> —mn’® m
_ 3 _p4 3
0 mn’ —n m’n
3 4 — n
mn® +n m
0

d) En este caso, las potencias de x son las que estan ordenadas en forma decreciente:

x> =2xy =2y ? 3y ,
3x+y | 3x3 =5x%y —8xy* -2y3 3y X

=3x3 —x%y 6
0 —6x%y —8xy? Y — —2xy

6xly +2xy? 3x
0 —6xy>-2y* —6xy2 o
6xy* +2y° 3 Y

Basado en —0

competencias

Realiza las divisiones indicadas:

a) (204> — 23ab + 6b*) =+ (4a - 3b) =

Ejercicio
Médulo 1

b) (5x*—2x* = 15x* =9) + (x = 2) =

W =y)+(x+y=

d) (4x3 — 4x?y — 16xy* + 16y°) + 2x — 4y) =
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Solucion:

a) cociente 5a — 2b residuo: O
b) cociente 5x3 + 8x* + x + 2 residuo: -7
C) cociente x — y residuo: O

d) cociente 2x? + 2xy — 4y? residuo: O

Una expresion algebraica, elevada a una potencia entera y positiva, indica que se multiplica por
si misma las veces que indica el exponente.

Desarrolla las potencias:

a) (x+2)* =
b) 2c - 3d)*=
C)(a-b+c-di=

Solucion:

a) La potencia 4 indica que se debe efectuar el producto (x + 2) (x + 2) (x + 2) (x + 2). El
resultado se obtiene multiplicando término a término y simplificando.

x+2 X +4x+4 X +6x"+12x+8

x+2 x+2 x+2
+2x+4 2%’ +8x+8 2% +12x" +24x + 16

X+ 2x A+ 4x xtH6x’ + 1207 + 8x

X' +dx+4 X +6x’+12x+8 x'+8x’ +24x +32x+ 16

b) La potencia 3 indica que se debe efectuar el producto (2¢ — 3d) (2¢ — 3d) (2¢ — 3d).

2¢c -3d
2c —3d
4¢* —6cd

—6cd +9d4*
4c¢* —12cd +9d?
2c —-3d

8¢ —24c%d +18cd?
-12¢*d +36¢d* -27d°
8c¢® =36¢%d +54cd* -27d°
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c) FEfectuaremos el producto (a — b + c—d) (a - b + c—d).

a-b +c —d
a-b +c —d

a’—ab +ac -ad
—ab +b? —bc +bd
+ac —bc +c? —cd
—ad +bd —cd +d?

a> =2ab +2ac -2ad +b* -2bc +2bd +c?* -2cd +d?

Desarrolla las potencias.

a (x+y’=

Ejercicio
Médulo 1

Basado en
competencias b)

(Bm —2n)*=

C) (x+y+2)7°=

Solucion:
a) X+ 3x%y +3x? +y°
b) 9m? - 12mn + 4n®

C) X2+ + 22+ 2xy + 2xz + 2yz
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Una expresion que contiene radicales esta simplificada cuando dentro del radical no hay
variables repetidas y, ademas, los exponentes de las variables y constantes del subradical son
menores que el indice de la raiz.

Cuando alguna variable o constante del subradical se encuentra elevada a un exponente
mayor al indice de la raiz, se descompone como el producto de dos potencias de la misma
base, en la cual un exponente es el multiplo mas cercano y menor que el indice de la raiz y el
otro es menor que el indice.

En los siguientes ejemplos aplicaremos o anterior junto a las leyes de los radicales:

1. Va" =(a)"
2. Vab =\a\Vp

o, /g

4. \VVa="Ya

Simpilifica las siguientes expresiones.

b) v81x*y ™"
o Iab

Solucion:

a)

En este caso, descompondremos x'” como x" x%, ya que 15 es el multiplo de 3 mas
cercano y menor a 17 y 2 es menor que el indice de la raiz. Posteriormente, aplicamos
las leyes 2 y 1 de radicales para simplificar el radical:

3 3 s 2 3/ 153 2 sz 3/ 2 53/ 2
X =/xx =yx xT=x XT= x WX

Aqui descompondremos el 81 en factores primos, es decir, 81 = 3%; las potencias de x y y
no es necesario descomponerlas ya que son multiplos del indice del radical. Finalmente,
aplicamos las leyes 2 y 1 de los radicales y la 7 de exponentes para simplificar el radical:

2 4
\/81x8y712 — \/34xsy—12 — \/?\/? /y—lz :34/2x3/2y—12/2 :32x4y—6 — 3 )6C

y

Aqui aplicaremos la ley 4 de los radicales; después descomponemos tanto a a como a
b en dos partes como en el inciso a) y, finalmente, aplicamos las leyes 2 y 1 de radicales:
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Ejercicio
Médulo 1

Basado en

competencias

/3 /%/a40b63 — 3°x/a30a‘°b60b3 — 3(Va30b60a10b3 - 3@3@3%
— GO = ab? Y a

Simplifica las siguientes expresiones.

5
a) K=

b) v/8a"b" =
3 /4
o) v Vxy* =

Resultado:
a) x° 5\/;

b) 2a°b?

12
C) xy2 x3y4

Por otra parte, se dice que dos radicales son semejantes si después de que han sido
simplificados constan del mismo subradical y el mismo indice y solo difieren en el coeficiente.
Por ejemplo 2% y _33\5 son radicales semejantes.

La suma algebraica de radicales semejantes se efectia como la de términos semejantes, es
decir, se suman Unicamente sus coeficientes y el resultado se multiplica por el radical comun.

Ejemplo:
Efectua las sumas indicadas.

a) V48 —2¢/3 +1/8 —5y/50

b) y27ab’ - V64a' b - y216ab> + Y274’ b

Solucion:

a) Simplificamos los radicales descomponiendo los subradicales en sus factores primos,
aplicando leyes 2 y 1 de radicales y sumando finalmente los radicales semejantes:

Vas—2/3+/8 /50 =
V2@ -3+ =V @5 =

V23243222572 =
22 /3 =23 +/22/2 -5 /2=

23 -2/3+27/2—5/2=

33



Algebra: Expresiones algebraicas

4y3—-2/3+2/2-5/2=
2/3 =32

b) V27ab° = V64a’b — Y 216ab’ + /274’6 =
V3iab = V2 h - V23 + Y3 b=
33/3bs/3 3\/; _ 26/3a3/3 % _ 23/333/3193/3 3\/;+33/3a3/3 3\/; —

3 3 3 3
3bya—2%ayb—23)bya +3ayb =
3y a —4ayb—6bya+3ayb =

—3byva—ayb

Efectua las sumas indicadas.

a) 2V/56 +5y24 — /81 -7 =

Mddulo 1

b) \/IOOch2 + \/49x2y — \/25xy2 — \/9x2y =

Resultado:

a)3V7+7Y3
b) Sy\/;+4x\/;

Para multiplicar o dividir dos radicales primero se reducen al mismo indice, en caso de que
sea necesario, expresando el producto o cociente en un solo radical y luego se aplican las
leyes correspondientes de los radicales.

Simplifica las expresiones.

8) V517 =
o) Vxix =

39



Universidad Auténoma del Estado de México o Nivel Medio Superior

Q) 4\/3x5y6Z2 4\/27.x3y2ZlO —

Solucion:
a) Elmcem delos indices 3y 2 es 6. Por tanto, convertiremos cada radical al indice 6:
Vs = a s =5 =45
Vi=7"=7/=7 =343
V57 =V25"343 = Vss575
b Vxvx=va=V¥=x">=x  (Estrictamente vx* =|x|)
c) Se aplican las leyes correspondientes de los radicales y exponentes expresando el

producto en un solo radical y se simplifica la expresion dividiendo el exponente entre
el indice de la raiz:

4\/3x5yczz4\/27x3yzzlo — 4\/(3x5y6zz)(27x3y2210 — 4\/81xsx3y6yzzzzlo —
W =3x’y’7

d) Se aplican las leyes correspondientes de los radicales y exponentes, expresando el
cociente en un solo radical y se simplifica la expresion dividiendo el exponente entre el
indice de la raiz:

5 3.8 9 3.8 9
V320 2/32x vz _s[2°x7 2z
- 3 18 _4 - 10 - 2
e x'ytz y y
e) Se aplican las leyes correspondientes de los radicales y exponentes, expresando la

operacion en un solo radical y se descomponen los exponentes en multiplos del indice
de la raiz para simplificar la expresion:

mvgazbz _3\/3a4b(9a2b2) _3\/27a6b3 e 334 . 3l _3a3/a
a 3/7a2b8 = b = 200 T el bbb e

Basado en
competencias

Simplifica las expresiones.
3 3
93 V2=

Mdodulo 1

b) vx+1yx+1=

o) V2sx'y's V12skiy's =
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9 3/64_)611))21Z4 _

S — =
/x2y1023
x/3a3bzc4 \/5a4b°c3

e)

5 2
ab’ ¢

Resultado:

a)%

b) x+1

5
) 5x°z" Wxty'z!

2

d) 4x3y3 : yz

e) a’be’y/ 15bc

Por otra parte, racionalizar el numerador o denominador de una expresion
algebraica que contenga radicales es el proceso por medio del cual se
transforma ese numerador o denominador irracional en otro equivalente
que no contenga radicales.

Se tienen dos casos de racionalizacion:

Racionalizacion de un monomio: si el numerador o denominador que se va a racionalizar es
un monomio, se multiplica tanto al numerador y al denominador de la expresion original por ese
mismo monomio y se simplifica la expresion.

Racionaliza el denominador de las siguientes expresiones.

Solucion:

a) Se multiplica al numerador y denominador por \/E y se simplifica:

L W3 _ V3 _ /3

EREY

4]
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Ejercicio
Médulo 1

b) Se multiplica al numerador y denominador por \/5 y se simplifica:
/5 _Jsv2 o _Jio
V222 Y2 2

c) Se multiplica al numerador y denominador por \/; y se simplifica:
a+3 _(a+3)Wa _(a+3)Va _(a+3)a
Va  Vala Ja a

Racionaliza el denominador de las siguientes expresiones.

1
a) \/E
b) \/TS
J3

Racionalizacion de un binomio: si el numerador o denominador que se va a racionalizar es
un binomio, se multiplica al numerador y denominador de la fraccién por el conjugado de ese
binomio (dos binomios son conjugados cuando se diferencian en el signo de uno de ellos) y
se simplifica.

Ejemplos:
Racionaliza el denominador de las siguientes expresiones.

X

a) 1_\/12
N
V542

0 a-b__ _
Tarls

Solucioén:

a) Se multiplica al numerador y denominador por (1 + \/;) que seria el conjugado de
(1 - x) y se efectlian operaciones (mas adelante se vera que se puede aplicar un
producto notable):

1-vx

x x(1+v/x) ©(1++/x) 1+4/x

t=Vx o (=ya)(iayx) e A
x —Vx—x

1 —X
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b) Se multiplica al numerador y denominador por (\Eﬁ) que seria el conjugado de
(\/g + \/5 ) y se efectlan operaciones:

V52 (Vs-v2)(Vs-v2) _5-2/10+2

7-2/10 V542 J5—v2
stz (Vs+ya)/s-y2) -3 J5—42 5—y2
54410 5—y/10

x —y10 -2 || x =410

5 2 5—24/10

c) Se multiplican al numerador y al denominador por («/; - \/;) se efectlan operaciones
y se cancela el factor (a - b):

a-b _ (a-b)Va-vb) _(a-bNa=ib) _ ;o Ja+b
Va+b  (Ja+yb)(a-yb) (a-b)

Ja=b
a—+ab
x*wﬂg -b

a —b

Racionaliza el denominador de las siguientes expresiones

72 pr—
A Y

2f+f
YN

Resultado:

2(Va—+/b)
a) a—>b
2344415
b) 17
0 V3 +yx
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4. Productos notables

Reconocer los productos notables de una expresion algebraica, asi como la factorizacion, que
es el proceso inverso de los productos notables, es importante ya que simplifica el procedimiento
al resolver una situacion de aprendizaje en el entorno o contexto que se presente.

Con frecuencia, las expresiones algebraicas nos sirven para representar areas o volumenes,
situaciones econdémicas, comportamiento de la naturaleza, entre otros.

Ejemplo:

El area de un cuadrado es: x> =x - x
Elvolumen deuncuboes: y*=y-y-y

El dreadelafigural es (a + b)*=(a + b) (a + b)

Basado en
competencias

a+b

a+b
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Algunas multiplicaciones entre polinomios pueden efectuarse a través de
procesos simplificados (modelos) debido a la naturaleza de los polinomios
involucrados; estos se llaman productos notables.

Los productos notables que manejaremos se muestran en la siguiente tabla:

Productos notables

Binomio al cuadrado (suma) (a+by=a*+2ab+ b’

Binomio al cuadrado (diferencia) (a-b)=a*-2ab+ b

Binomios conjugados (a+b)(a-b)=a>-b?

Binomio al cubo (suma) (a+by=a*+3d°b +3ab®> + b?
Binomio al cubo (diferencia) (a-by=d*-3a*h +3ab*-b*
Producto denominado suma de cubos (a+b)(@—ab+b)=a+b
Producto denominado diferencia de cubos (a=b)(@+ab+b)=a’- b’
Producto de binomios (x+a)(x+b)=x*+x(a+b)+ab
Un ndmero real por un binomio a(b+ c)=ab + ac

Estos productos se pueden comprobar por multiplicacion directa. Por ejemplo, el primer
binomio al cuadrado (a + b) implica que lo que se encuentra en el interior del paréntesis debe
multiplicarse por si mismo, es decir:

(a+b)*=(a+b)(a+b)

(a+b)Y=(a)a+b)+ () (a+b)

(a+b)Y*=a*+ab + ba + b*

(a+b)Y=a*+ab + ab + b*

(a+b)Y’=a*-2ab + b?

En palabras, este producto lo podemos enunciar asi: si el binomio al cuadrado es una suma,
entonces el producto es igual al cuadrado del primer término mas el doble producto del
primero por el segundo mas el cuadrado del segundo término (este resultado seria un trinomio
cuadrado perfecto).

Igualmente, el binomio al cuadrado que tiene la forma (a — b)* implica que lo que se encuentra
dentro del paréntesis debe multiplicarse por si mismo:
(a=b)¥*=(a-b)(a-b)
(@a-by=(a)a-b)+(-=b)(a-Db)
(a-b)Y=a*-ab - ba + b*
(a-b)Y=a*+2ab + b*
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En palabras, lo podemos enunciar asi: si el binomio al cuadrado es una resta, entonces el
producto es igual al cuadrado del primer término menos el doble del primer t rmino por el
segundo t rmino mas el cuadrado del segundo término (trinomio cuadrado perfecto).

Ejemplo:
Efectua la operacion(2x + 3)? aplicando el producto notable correspondiente.

Soluch;

Empleando el producto (a — b)*= a*+ 2 ab + b* tenemos:
(2x+3)%= (2x)*+ 2(2x)(3) + 3?
2x+3)*=4x>+ 12x + 9

Realiza la operacion (2x + y)? aplicando el producto notable correspondiente.

Ejercicio
Médulo 1

Resultado:
4x* + 4xy +y?

Basado en Ejemplo:
competencias Realiza la operacion (7x+ 5)? aplicando el producto notable correspondiente.

Solucion:

(Tx+5)*=(7x)*+ 2(7x)(5) + (5)?
(Tx+ 572= 7202 + 14x(5) + 25
(Tx+5)2=49x>+ 70x + 25

Comprobacion:

Tx+5
Tx+5
+35x+ 25
49x* +35x
49x? +70x + 25

Efectua la operacion (5x + 4)? aplicando el producto notable correspondiente.
Ejercicio
Maodulo 1

Resultado:

25x2 +40x + 16

Otro ejemplo de comprobacion seria el caso de los binomios conjugados (a + b) (a — b) de
la siguiente manera:

46



Algebra: Sxpresiones algeraicas

(a+b)(a-b)=a(a—-b)+ b(a-Db)

(a+b)(a-b)=a*>-ab+ ba - b*

(a+b)(a—-b)=a*—ab+ba-b*
(a+b)y(a-b)=a*>-b*

Por el resultado anterior, al producto de dos binomios conjugados se llama diferencia de
cuadrados.

Los demas productos se comprueban igualmente por multiplicacion directa.

Ejemplo:
Realiza la operacion (6x + 5y) (6x — 5y) aplicando el producto notable correspondiente.

Solucion:

(6x+ 5y) (6x— 5y) = (6x)*— (5y)*
(6x+ 5y) (6x— 5y) = 36x>— 25y*

Comprobacion:

6x— 5y
6x+ 5y
30xy — 25y?
36x> =30xy
36x° —25y2

Realiza la operacion (3x+ 2) (3x— 2) aplicando el producto notable correspondiente.

Ejercicio
Médulo 1
Resultado:
ox*—4
Ejemplo:
Realizar la operacion (2m + 3)? (aplicando el producto notable correspondiente)
Solucion:
Utilizando el producto (a + b)*= a* + 3a*b + 3ab? + b’ tenemos:
Q2m+3)=2m)’+32m)*(3) + 32m)(3)*+ (3)°
2m+ 3)*=23m3+ 3(4m?) (3) + 6m(3%) + 27
2m+ 3)*=8m3+ 36m> + 54m + 27
Realiza la operacion (x— 2y)? aplicando el producto notable correspondiente.
Ejercicio
Maodulo 1
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Resultado:
X3 —6x%y + 12xy>—8y?

Ejemplo:
Realiza la operacion (x+ 2y) (x> — 2xy + 4y?) aplicando el producto notable correspondiente.

Solucion:
Empleando el producto (a + b) (a*> — ab + b*) = a® + b’ tenemos.

(x+2y) (¢ = 2xy + 4y%) = (0)° + (2y)°
(x+2y) (x>=2xy + 4y*) = x° + 8*

Comprobacion:

X2=2xy + 4y?
x+2y
2x%y — 4xy*+ 8y?

X3 =2x%y + 4xy?

b +8y3

Realiza la operacion (3x— y) (9x*+ 3xy + y?) aplicando el producto notable correspondiente.

Basado en
competencias

Ejercicio
Médulo 1

Resultado:
27x3 — y?

5. Factorizacion

La factorizacion es un proceso que consiste en obtener los factores que
al multiplicarse dan origen a la expresion original.

En Aritmética, los nimeros se factorizan descomponiéndolos en sus factores primos.

Por ejemplo, la factorizacion de los nimeros 88, 108 y 32 se realiza obteniendo sus factores primos:

88 |2 108 | 2 3212
44 1 2 5412 16 | 2
22 |2 27 |3 812
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11

NSRS}

3
3

9
3
1

— N A

88 =2(2)(2)(11) 108 = (2)(2)(3)(3)(3) 32=(2)2)(2)(2)2)

En Algebra, para factorizar alguna expresion se emplean los siguientes modelos mateméticos:

Factorizacion

Factor comun ab +ac=a((b+c)

Trinomio cuadrado perfecto a’+2ab + b* = (a+Db) (a+b)=(a+b)

Trinomio cuadrado perfecto a*=2ab +b*=(a->b)(a-b)=(a-b)

Diferencia de cuadrados a-b*=(a+b)(a-b)

Polinomio culbico perfecto @+ 3a*h + 3ab*+b* = (a + by’

Polinomio cubico perfecto a’*—3a*bh +3ab*-b* = (a - b)}

Suma de cubos a+ b= (a+b)(a*- ab + b?)

Diferencias de cubos a—b*=(a-b)a*+ ab + b?)

Trinomio simple x>+ x(a+b)+ab=(x+a)(x+Db)

Por agrupacion de términos ab+ad+cb+cd=ab+d)+cb+d)=b+d)(a+c)

5.1 Factor comun

Las expresiones algebraicas con factor comun pueden tener alguna de las siguientes
caracteristicas, si no es que ambas: sus términos son divisibles entre un nimero comun y
cuentan con una letra presente en cada uno de los términos del polinomio.

Ejemplo:
Factoriza 18x*— 45x* + 27x aplicando factor comun.

Solucion:
El polinomio tiene coeficientes 18, -45 y 27; entonces:

18 -45 27 2 <

stos nUmeros
9 -45 21 3 > dividen a los
3 -15 9 3 tres nimeros al
| 5 3 3 mismo tiempo.
1 -5 1 5
1 -1 1

Méaximo comun divisor: 3 (3) =9
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Ejercicio
Médulo 1

En cada término se presenta la variable x. Colocaremos entonces a la izquierda del
paréntesis, asi como el 9. La factorizacion queda:

18x% — 45x% + 27x= (9x)(2x* = 5x + 3)

Nota: la parte literal del factor comidn se toma con el menor exponente y los términos del
segundo factor se obtienen dividiendo los términos de la expresion original entre el factor comun.

Ejemplo:
Factoriza 12x%y + 9x%y? — 6xy* aplicando factor comun.
Solucion:

El maximo comun divisor de los coeficientes es el 3 y las letras presentes con su menor
exponente en todos los términos son x y y, por tanto la factorizacion quedara como:

123y 4+ 9x2y? — 6xy° = (3xy)(4x2 +3xy —2y?)
La factorizacion se puede comprobar multiplicando los factores obtenidos:

Comprobacion:

4x +3xy =2y*
3xy

12x%y + 9x%y? — 6xy°

Factoriza 3m?n + 3m’n + 6mn aplicando factor comun.

Resultado:
QBmn) (m + m* +2)

5.2 Agrupacion

En este caso se busca asociar parejas que tengan un factor comun de tal manera que al
extraerlo quede un binomio comun en dichas parejas

Ejempilo:
Factoriza la expresion 2ax + 3ay + 2bx + 3by aplicando agrupacion.

Solucioén:

Agrupando por parejas tenemos
(2ax + 3ay) + (2bx + 3by) =

o0
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Obteniendo el factor comin en cada pareja:
2x (a+b)+3y(a+b)

Finalmente tomando como factor comun (a + b) la factorizacion quedara como:
2ax + 3ay + 2bx + 3by = 2x + 3y)(a + b)

Factoriza 10xa —10xb + 5ya — 5yb aplicando agrupacion.

Ejercicio
Modulo 1
5.3 Diferencia de cuadrados

Ejemplo:
Factoriza 144x> — 121b* aplicando diferencia de cuadrados.

Solucion:
La expresion se puede escribir como:
144x* = 121b%= (12x)* = (11b)?
Empleando la expresion a>— b* = (a + b) (a — b) la factorizacion quedara como:

1442 — 121 = (12x + 11b) (12x — 11b)

Comprobacion:
12x + 11b
12x - 11b

— 132xb - 12107

144x* + 132xb
144x* —121»?

Ejemplo:
Factoriza x> 10 000 aplicando diferencia de cuadrados.

Solucion:

x2=10 000 = (x)2— (1002
= (x + 100) (x — 100)

La factorizacion de la expresion es:

x2=10 000 = (x + 100) (x — 100)
Comprobacion

x+ 100
x—100

—100x — 10000

x*+ 100x
X — 10000
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Factoriza 4x* — 9 aplicando diferencia de cuadrados.

Ejercicio
Médulo 1

Resultado:
2x+3)(2x-3)

Factoriza la expresion x* — 4 aplicando diferencia de cuadrados.

Ejercicio
Modulo 1
Resultado:

x=2)(x+2)

Basado en
competencias

5.4 Diferencia de cubos

Ejemplo:
Factoriza la siguiente expresion 125x° — 64.

Solucion:
La expresion se puede escribir como:

125x° — 64 = (5x)° — (4)°
Empleando diferencia de cubos a® — b = (a — b)(a? + ab + b*) tenemos

= (5x)* = (4) = (5x = HI(5x)*+ (Sx)(4) + (4)°]
= (5x — 4)(25x*+ 20x + 16)

Por tanto la factorizacion es: 125x° — 64 = (5x — 4)(25x*+ 20x + 16)

Comprobacion:
25x2+20x + 16
S5x—4
—100x>— 80x — 64
125x% +100x* + 80x
125x3 - 64

o
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Factoriza la siguiente expresion x°— 27y°.

Resultado:

(2= 3y (x* + 3x%3 + 9y°)

5.5 Suma de cubos

Ejemplo:
Factoriza la siguiente expresion 8x3 + 343y3.

Solucion:
Aplicando suma de cubos:

8x% + 343y*= (2x)*+ (Ty)*= 2x + Ty)[(2x)* = (2x)(Ty) + (Ty)*]

= (2x + Ty)(4x*— 14xy + 49y%)

La factorizacion es 8x°+ 343y’= (2x)*+ (7y)*= (2x + Ty)(4x> — 14xy + 49y?)

Comprobacion:

4x*— 14xy + 49y*
2x+ Ty
28x%y — 98xy? + 343y3
8x* — 28x%y + 98x)y?
8x* + 343y°

Factorizar la siguiente expresion 27x° + y°.
g p y

Resultado:

B3+ yH(9x° = 3x3y* + y*)

o3

Ejercicio
Moédulo 1
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Universidad Auténoma del Estado de México { ] Nivel Medio Superior

5.6 Trinomio simple

Ejemplo:
Factorizar el trinomio x> + 5x+ 6.
Ejercicio
Modulo 1 Solucion:

Al aplicar x> + x(a + b) + ab = (x + a) (x + b) para la factorizacion requerida, se deben
obtener dos numeros que multiplicados den 6 y sumados den 5.

¢ Qué parejas de numeros cumplen con esta doble condicion?
Los numeros que cumplen son el nimero 2 y el nimero 3.

Por lo tanto, la factorizacion es x?> + 5x + 6 = (x + 2) (x + 3).

Factoriza el trinomio x? + 3x + 2.

Ejercicio
Maédulo 1
Basado en Resultado:
competencias
x+2)(x+1)
Ejemplo:
Factoriza el trinomio x> — x — 12.
Solucion:
Al aplicar x? + (a + b)x + ab = (x + a) (x + b) para la factorizacion requerida, se deben obtener
dos numeros que multiplicados den (-12) y sumados den (-1).
¢ Qué parejas de numeros cumplen con esta doble condicion?
Los nimeros que cumplen son el nimero (-4) y el nimero 3.
Por tanto la factorizacion queda como: x> —x—12=(x + 3) (x - 4)
Factorizar el trinomio x> — 3x — 10
Ejercicio
Maédulo 1

Resultado:
x=5x+2)
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El procedimiento para factorizar un trinomio general de la forma abx*+ (ad + bc)x + cd €s
el siguiente:

1. Buscar dos expresiones que al multiplicarlas resulten el término cuadratico

2. Buscar otras dos expresiones que al multiplicarlas resulten el término independiente

3. Con las cuatro expresiones anteriores, se realiza la suma de los productos cruzados de
dichas expresiones y el resultado debe ser el término lineal

4. Silas cuatro cantidades cumplen con las tres condiciones anteriores, entonces los factores
del trinomio son de la forma (ax+b) (cx+d)

Factoriza el trinomio 14x*>+ 25x + 6.

Solucion:

Buscamos dos términos que al multiplicarlos den 14x?, en este caso serian 7x y 2x
Buscamos dos numeros que multiplicados den 6, en este caso serian 2 y 3
Realizamos la suma de los productos cruzados de la siguiente manera

Tx 3 =6x
2x 2 = 14x
=20x

Esta combinacion no resulta el término lineal pero si intercambiamos los nimeros 2 y 3
obtendremos 25x

Tx 2 =4x
2x 3 =21x
=25x

Por tanto la factorizacion pedida es:

1402+ 25x+ 6 = (7Tx + 2)(2x + 3)

Factoriza el trinomio 20x*>+ 61x + 36.

Soluciéon
Ox+4)(4x+9)

0O
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6. Expresiones algebraicas racionales

Una expresion algebraica racional, es una fraccion en la que el numerador y el denominador
soN: expresiones algebraicas, por ejemplo:

5 x-1 x2-5x+6
x-1 x2+x+9? x+2

Las expresiones algebraicas racionales se clasifican en simples y compuestas.

Son simples cuando el numerador y denominador son polinomios, por ejemplo:

X-X w-2 2a>+Ta+3
x-17 w=2w+1’ 4a?— 1

Cuando el grado del polinomio del numerador es menor que el grado del polinomio del
denominador, una expresion algebraica simple se subclasifica como propia, por ejemplo,
la segunda expresion de las anteriores; y, se subclasifica como impropia, si el grado del
polinomio del numerador es mayor o igual que el grado del polinomio del denominador como
en la primera y tercera expresion.

Son fracciones compuestas cuando contienen una 0 mas expresiones algebraicas racionales
simples en el numerador, denominador o en ambos, por ejemplo:

2 xty 25 + 6x X—x—6

x2—4x+4 3—5 X x3—x 3’ —Tx+2
X +2x ﬁ’ x—y’ 2x+6 6x” — 5x + 1
X y 5x2—5x 2x24+3x—2

Es posible realizar operaciones como la adicion, sustraccion, multiplicacion y division con
expresiones algebraicas racionales de manera similar a las que se hacen con nUmeros
racionales

a) Multiplicacion y division

Para multiplicar dos 0 mas expresiones algebraicas racionales, se multiplican directamente
numerador por numerador y denominador por denominador y de ser posible se simplifica
la fraccion resultante factorizando (si es posible) los polinomios resultantes y reduciendo
los factores comunes. En esta operacion se sugiere dejar primeramente indicadas las
multiplicaciones, porque puede ser mas sencilla la simplificacion.

Una expresion algebraica racional esta simplificada cuando se ha transformado en una
fraccion simple que no tiene factores comunes

Para dividir dos 0 mas expresiones algebraicas racionales, se multiplica el numerador de
la primera expresion por el denominador de la segunda; este producto correspondera al
numerador de la fraccion resultante y después se multiplica el denominador de la primera
por el numerador de la segunda cuyo producto correspondera al denominador de la fraccion

o0
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resultante. Efectuado lo anterior, de ser posible se factorizan los productos resultantes y se
reducen los factores comunes.

Efectua y simplifica la siguiente operacion con expresiones algebraicas a través de los
productos notables y la factorizacion.

2 3 2
X —=x—=6 x +x
x2—3x x+2 =

Solucion:
Efectuamos la operacion multiplicando numerador por numerador y denominador por
denominador y se simplifica la fraccion factorizando las expresiones y cancelando los factores
comunes

o —x=6) (" +x")
=30 +2)

=)+ +])
- (D) (x—=3)(x+2)

cancelamos (x — 3), (x + 2) y una x

=x(x+1)

Desarrolla y simplifica la siguiente operacion con expresiones algebraicas a través de los
productos notables y la factorizacion.

-9 Lox-3
X 4+6x+9  3x+9 7

Solucion:

Efectuamos la division multiplicando el numerador de la primera fraccion por el denominador
de la segunda, siendo este producto el numerador de la fraccion resultante y el denominador
de la primera fraccion por el numerador de la segunda, siendo este producto el denominador
de la fraccion resultante

«=9NBx+9)
C+6x+9x—3)

Factorizamos las expresiones aplicando diferencia de cuadrados, factor comun y trinomio
simple (que también es un trinomio cuadrado perfecto)

x+3)(x—3)3)(x+3)
x+3)x+3)(x—3)

= Cancelamos factores comunes y el resultado es: =3

Desarrolla y simplifica la siguiente operacion con expresiones algebraicas a través de los
productos notables y la factorizacion.

X+20+1  3x+3
X -6x+9 ~ 6x-18 ©

or

Modulo 1
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Solucion:

2(x+1)
x—3

) Adicion y sustraccion

Para realizar la adiciéon o sustraccién de varias expresiones algebraicas racionales con
diferente denominador se procede como en Aritmética, es decir, se determina primeramente
el minimo comun multiplo de los denominadores (que sera el denominador de la fraccion
resultante) y se divide éste por cada denominador y el cociente se multiplica por el
numerador respectivo. Después se efectian operaciones en el numerador y se reducen
términos semejantes para, por Ultimo, simplificar la fraccion resultante factorizando (si es
posible) y reduciendo factores comunes. En caso de que se tengan denominadores iguales
simplemente se suman directamente los numeradores dejando el mismo denominador y se
simplifica la fraccion que quede.

Desarrolla y simplifica la siguiente operacion con expresiones algebraicas a través de los
productos notables y la factorizacion.

72 1

| Sy xtx T
Solucion:
Primeramente calculamos el minimo comun multiplo de los denominadores factorizandolos

5x = (5)(x) G @ | x
Factores x = (x)
20 = (D)00) S @ L] (5
1 (2) 1| @2
1 1 1

mem (x) (5) (2) = 10x

Ahora dividiendo el minimo comun multiplo entre el denominador de cada fraccion

10x ’ 10x - 10 10x

5x X 2x =35

Multiplicando estos resultados por su respectivo numerador tenemos

7 2. 1 @QO-®0)  14-20+5 19-20 -1
5x  x T " 10x =710 T 10x T 10x

2 1 -1
X

o e L -
El resultado de la operacion es: + 5 = T0x

S5x

Maodulo 1
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Desarrolla y simplifica la siguiente operacion con expresiones algebraicas.

2 1 9 _
3 x‘tox "
Solucion:
25
6x

Desarrolla y simplifica la siguiente operacion con expresiones algebraicas a través de los
productos notables y la factorizacion.

4 x

x2—4+x+2 =

Solucion:
Primero se calcula el minimo comun multiplo de los denominadores de la siguiente manera:
Factorizando los denominadores

P—d=(x+2)(x-2) (+2)(x =2) (+2) | (x+2)
X+2=x+2) (x -2) 1 x -2)
1 1
mem (x +2) (x —2)

La operacion se efectia como en la suma de fracciones numéricas, se divide el mem entre
cada denominador y el resultado se multiplica por el respectivo numerador

4x x (D@ +Ex—2)(x) dx+x"—2x
(x+2)(x—2)+x+2_ x+2)(x—2) T x+2)(x—2) T
X’ +2x ) (x+2) X

x+2)(x—2) - (x+2)(x—2) ~ x—2

El resultado es: %
x—2

Desarrolla y simplifica la siguiente operacion con expresiones algebraicas a través de los
productos notables y la factorizacion.

8x 4

xz—l_x+1 =

Solucion:
El minimo comun multiplo es mem (x + 1) (x = 1).

(F=-D=x-1y=x-Dx+1)
x+1=(x+1)

Ahora dividiendo el minimo comun multiplo entre el denominador de cada fraccion

@-DE+D  @-DE+1)

F-1 @ ha+n - OO=I
x—Dx+1)
T e =60

= 1)(@) = dx — 4
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Ejercicio
Médulo 1

Simplificando y factorizando

8 4 (DEN-@G-1)  Sc—dr-4 _ 4v+d
=1 x+1~ x—Dx+1) x—Dx+1) ~ x—D@x+1)

@a+D) 4
x+Dx—-1) " x—1

Desarrolla y simplifica la siguiente operacion con expresiones algebraicas a través de los
productos notables y la factorizacion.

6x X
x2—9+x+3

Solucion:

X
x—3

7. Problemas de aplicacion

Ejemplo:
Resuelve el siguiente problema.

Se planea construir losetas de diferentes tamanos. Sus lados estaran representados en funcion
de una letra (variable) para poder modificar sus dimensiones. Las formas son un rectangulo y
un cuadrado respectivamente.

Calcula el area y el perimetro de cada loseta e indica los factores que, multiplicados entre si,
dan el polinomio original, y la clasificacion de la expresion algebraica resultante de acuerdo al
numero de términos y su grado absoluto. Expresa el resultado en una tabla.

Solucion:

(3n+7) (3a-1)

(2}1) (30—1)

o0
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Calculo de areas

Area del cuadrado:= (lado)(lado)

A= Ba-1)Ba-1)=Ba- 1)
Aplicando producto notable (a — b)*= a* — 2ab + (-b)?

A= (Ba - 1)*=(B3a)* - 23a)(-1) + (- 1)?

=Ba-1)*=94a> - 6a +1

El area del cuadrado en funcion a la variable es A= 94> — 6a +1

Area del rectangulo: = (lado)(lado)
Sustitucion: A= (Gn +7)(2n)
A=6n* + 14n

El area del rectangulo en funcion a la variable es A= 6n* + 14n

Célculo de perimetros.

Perimetro del rectangulo: P= 2 lado largo + 2 lado corto
P=2(3n+7) +2(2n)
P=6n+14+4n
P=10n+ 14

El perimetro del rectangulo en funcion de la variable es P= 10n + 14
Perimetro del cuadrado: P= (4)(lado)

P=4(3a~-1)

P=12a-4

El perimetro del cuadrado en funcién de la variable P= 12a — 4

Tabla de resultados

Clasificacion
. ’ Grado
Perimetro nUmero de Factores
0 absoluto
terminos
Rectangulo P=10n+ 14 Binomio Primero A=6n>+ 14n A=0GBn+7)2n)
Cuadrado P=12a-4 Binomio Primero A=9a>-6a +1 Ba-1)Ba-1)

o
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Ejercicio
Médulo 1

Ejemplo:

Resuelve el siguiente problema
La altura de un triangulo es 5 metros mas grande que la base y su area es de 75 m?. ;Cual es
la expresion algebraica con la cual se obtiene el valor de x?

Solucioén:
Datos

Base: x
Altura: x + 5

Formula

P ( base )( altura )

Area= 5
Sustitucion
X
x(x +5 ) B
— 5 = 75
X2+ 5x =150

La expresion algebraica con la cual se obtiene el valor de x es x*+ 5x — 150.

Obtén el perimetro y el area de un hexagono cuyo lado mide 6x metros.

(perimetro)(apotema)
A= >

Solucion:

18x2V6
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Obtén el perimetro y el area de una circunferencia cuyo diametro mide 2x + 4 metros.

Ejercicio
Modulo 1
Ejercicios adicionales:
I. Escribe el grado relativo y absoluto de los siguientes términos, asi como su coeficiente.
Grado relativo: x = y= Ejercicio
a) 2xy’ Grado absoluto = Médulo 1
Coeficiente =
2, Grado relativo: x =
b) ER Grado absoluto =
Coeficiente =
, Grado relativo: x = y=
c) —2x%y Grado absoluto =
Coeficiente =
4 5 Grado relativo: x = y= z=
d) RRL Grado absoluto =
Coeficiente =



Universidad Auténoma del Estado de México Nivel Medio Superior

s Grado relativo: x = y=
e) 2'x’y Grado absoluto =
Coeficiente =

II. Identifica el grado de las siguientes expresiones algebraicas.

a) 2x+3y

b)4x*— 5y + 6

C) 6x°y + 4xy

d) 2x2+ 12xy + 2y’ +4x + 4y =5

e) X*+ 2x%y + 3x3y*+y3

lll. Aplicando las propiedades de los exponentes, simplifica sin exponentes negativos las
siguientes expresiones.

a) (2x*yz)(3xy°) =

m - 2 -3\l
il E

i | 2 2\2
- = (2c7%7)
competencias
2.2 3\ 4,9
(3xy)ab

C) =7 5vu =
) 32,3 (yab2)2
" ( 2727 >2< 22,7 >3 _
32b—|y—3 3 b2y3

Resultado:

a) 6x°yz

C) 3xxy*a’b’

a7 b8x3y15
2837

IV. Realiza y simplifica las operaciones indicadas
) xX2=5-3x+2x>+7 - 2>+ 4x + 6) =
b x?-2+7-3x+2x*-3x-8)=

C) 6x*+2xy +3 +5Q2xy —xX*+y*=2) =3(2y*— x> + 6xy) =

o4
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S a\ge:)rau:z»is

7x2+3xy + 4 + 6(3xy — X2+ 2y*—1) =5(3y*— x?) =
(Bx=2y)(2x*= S5xy—y*) =

(5x=2y)(3x" = xy=2y*) =
Ba-H(1+6a)+(@*=9a +3)(a-2)=

(Bx*=2xy + y*) —2x(x— 3y)+ 3y 2x—y) =
(m—-4)(m-1)(m +2) =

(a*-3ab + b*)(3a- 2b) + (a*+2ab + b*) (Ta—4b) =
(x2=3xy + yY)(2x—3y) + (x*+2xy + y)(Bx—=Ty) =
(3 —3x24+x4+2)+(x+2)=

(B —=5x2+4x—2)+(x—1)=

2 —=T7x*+8x—3)=(2x—3)=

(Bx*—5x% y—8xy*—3y* )+(3x+y)=

Resultado:

xX2=Tx—-4
3x*—6x+ 13
=2x3+6x2—y?—6xy— 7
6x%+21xy—3y* -2
6> — 19x%y + Txy* + 2y°
1523 = 11x%y — 8xy* + 4y3
a+19a>+2a- 10
X2+ 10xy — 2y?
m*=3m*—6m+ 8
10a® — a*b + 8ab® - 6b°
5x3=10x%y - 10y?
cociente = x*—x—1 residuo =0
cociente = 3x*-2x+2  residuo =0
cociente = x*—2x+1 residuo =0

cociente = x*=2xy—2y* residuo = - y?

05
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V. Aplicando las propiedades de los radicales simplifica las siguientes expresiones

a) v25x'%)° =
Ejercicio
Maédulo 1 b) 3p" =
c) V12d’°b’c =

d) % 72)c7y2 B
Vow

e) 3\/12lasb4c3 3\/44417176c =

V54a°b?
) 5— =
2ab

) ¥ 3x3y\/ 6x7ysz B
S

Basado en h) %+2%_3%_%+26\/?=
competencias
) /20 — /45 +4/25 +28/125 =

Resultado:

a) 5x°y?

o) 2476 Y 2ab’
c) 2a°b’ /3abe
d) 6x’ \/;

e) 11a*b®cy/4bc
9 e

3)63y2 y
22

9
n Ve +y2

00
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. , . N Ejercicio
VIRamonazaoadadenonunadoryswnpﬁma. &Odwo1

h) 2_‘5 =
54-2vﬂ§

) J3+y2 _
ENEENE

Resultado:

a) 6(/5+/3)

o Watdy)
x—y
Jx—2

©) x—4

d) v/2x +4/3y

g V10+v6
2

N Vx+y2y
g (a—2b)(/2a+yb)

2a—b

or
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h) 22-94/6
) 5+2/6

Ejercicio S I
,\],|Odu|o 1 VII. Racionaliza cada numerador y simplifica.

a) 2+\/; _

3y

6 —5
b)%_

Resultado:

a) 4-x
32y x)

6 — 25x°

b
) 4x (v 6 + 5%)

VIII. Desarrolla y simplifica aplicando productos notables.

2_
Basado en a) (x-4)y=
competencias

b) (2x* + 3y)’=

o) (5x°-3y)’=

d) Qa-b)=

e B+x(3-x=

1 (bt
9) (a+3b) (4a’- 6ab +9b*) =
h)  (Qx+xy) (dx2= 2x%y +x°y%) =
) (2x— 4y) (4x2+ 8xy +16x%) =
) +6x-8)=

K 2x+3)x-5=

) Gx-2)5x+3)=

Resultado:
a) x*—-8x+16

b) 4x*+ 12x%y + 9y?

63
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C) 25x*—30x%y + 9y?

d) 8x®-—12a%b + 6ab*-b*

e) 9-x?

) g
9 8a°+27h

h)  8x* +x%?

) 8x—064y*

) x?—2x-48

k)  2x2-7x-15

) 15x>—x—6

IX. Factoriza las siguientes expresiones.
a) 9x*-6x=

b)  3x%y + 6x%y* - 15x*y° =

c) 10ax —20bx + 6ay — 12by=
d)  40az — 50aw — 12bz + 15bw=
e) 20xh — 35xk +12yh — 21yk=
)  16a’x* — 25b%y*=

9 Z+9z+14=

hy xX*+x-6=

) 4P+ 12xy+9y°=

) 6a*+ 1la-10=

K)  4x?— ldxy + 12y°=

) 2x2+ 3xy —2y*=

m) 9a’-30ab + 25b* =

n 2x*—x-21=

0) 3xX+x-1=

09
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Ejercicio
Maédulo 1

Resultado:

a) 3x(3x-2)

b)  3x%y(1 + 2x%y* — S5x%y*)
o) (a-2b)(10x + 6y)

d)  (4z - 5w)(10 - 3b)

e) (4h-Tk)(5x + 3y)

) (dax® + 5by)(dax® — 5b%y)
9 @+)E+7

h  (x=2)(x+3)

) (2x+3y)

) (Ba-2)2a+5)

K 2(2x = 3y)(x - 2y)

) 2x=y)(x+2y)

m) (3a - 5b)

n o Qx+7)x-23)

0 GBx-DE+1)

X. Efectua las siguientes operaciones con expresiones racionales

6 5 2
3x2—2x+3x_2 X

2xt5 x 1 _
X H6x+9  x*-9 x-3
3x2—5x—2_

=4
2—x—3x2_
x> —x—2

(¥ +8x+16)(x—5)

(¥ —5x)(x2 — 16)

N 6x+9 w2
x—1 x—3

x+2 . X —4

%—3 " 2l —3x
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Resultado:

a) 5%x° +4
GBx—2)x"

b 4x” + 8x—6

) (x+3)(x +3)(x—3)

Gx+1)

9 x+2)
—(x+1)

d) Qx+1)

(x +4)

©) x(x—4)
2(x—3)

f) x+1)

9 T3

[a






'‘Competencias
genéricas y atributos
definidos en el Marco
Curricular Comun
(MCC).

Ecuacion lineal

Competencias genéricas y atributos'

1. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en cuenta los
objetivos que persigue.

1.1. Enfrenta las dificultades que se le presentan y es consciente de sus valores, fortalezas
y debilidades.

4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la
utilizacion de medios, codigos y herramientas apropiados.

4.1. Expresa ideas y conceptos mediante representaciones lingUisticas, matematicas o
graficas.

4.5. Maneja las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TIC) para poder obtener
informacion y expresar ideas.

5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos
establecidos.

5.1. Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como
cada uno de sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.

5.2. Ordena informacion de acuerdo a categorias, jerarquias y relaciones.
5.6. Utiliza las TIC para procesar e interpretar informacion.

8. Participa y colabora de una manera efectiva en equipos diversos.
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8.1. Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar un proyecto en equipo,
definiendo un curso de acciéon con pasos especificos.

8.2 Aporta puntos de vista con apertura y considera los de otras personas de manera
reflexiva.

Competencias disciplinares basicas y extendidas

1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion de procedimientos
e aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales, para la comprension y andlisis
de situaciones reales, hipotéticas o formales.

2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos y
los contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.

4. Argumenta la solucion obtenida de un problema, con métodos numéricos, gréaficos,
analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, mateméatico y el uso de las TIC.

Basado en

competencias

Introduccion

En este mdulo sobre ecuaciones y desigualdades vamos a resear diferentes aspectos en los
que examinaremos estas operaciones matematicas de una manera sencilla.

Es a partir de la segunda mitad del siglo XSl donde surge el desarrollo de esta
importante disciplina de las ciencias exactas, se destacan en esta época los matematicos
como Isaac Newton, Galileo Galilei, Sdcrates y Descartes, entre otros mas.

El dominio de los métodos para discutir y resolver un sistema de ecuaciones lineales
permitira al alumnado afrontar el planteamiento y resoluciok de problemas diversos, para
comprender su importancia y aplicacion en la vida cotidiana.

Las desigualdades son de vital importancia en éreas del conocimiento relacionadas
con programacion lineal, economia y planeacion de la produccion, entre otras.

La secuencia didactica se debe organizar teniendo en cuenta los conocimientos previos
que se requieren para trabajar desigualdades, indicando problemas contextualizados.
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1. Datos de una situacion problema

Desde tiempos antiguos, ha sido dificil representar “simbdélicamente” el lenguaje comun. En el
siglo XVII, René Descartes le dio un gran impulso al lenguaje matematico. Simplificéd y completd
la estructura simbdlica del Algebra adoptando las primeras letras del abecedario para indicar
cantidades conocidas o constantes y las Ultimas letras para las cantidades desconocidas,
incégnitas o variables.

1.1 Datos, simbolos matematicos, variables y constantes

Dato, del latin datum, —“lo que se da’—, se refiere a una representacion mediante simbolos
numeéricos, alfabéticos o de otra clase con una caracteristica en particular.

Simbolo es la representacion de una idea.

Constante es una cantidad cuyo valor no cambia (nimeros), algunas constantes se representan
mediante una literal que pueden ser letras del abecedario o letras griegas.

Ejemplos:
¢ =300 000 km/s Es el valor de la constante de la velocidad de la luz.
m=3.14159265359... Es el valor del semiperimetro de una circunferencia unitaria.

Variable es una literal que representa cantidades desconocidas en un problema expresado en
lenguaje comun. Como este tipo de literales pueden tomar diferentes valores de acuerdo a las
condiciones del problema, también se les denomina incdgnitas y se les representa por letras
del abecedario o letras griegas.

Ejemplo:

LLenguaje comun ‘ Lenguaje algebraico

Es la edad actual de Juan

Es la magnitud del angulo de un triangulo

2. Definicion de ecuacion lineal

Una ecuacion es una igualdad algebraica en la que aparecen una o
varias cantidades desconocidas llamadas incognitas y que sélo es
verdadera o se verifica para determinados valores de las incognitas, las
cuales se representan por las ultimas letras del alfabeto x, y, z. El grado de
una ecuacion esta dado por el exponente mayor de la incognita.

Una ecuacion lineal es aquella en que todas las incognitas (variables)
que contiene tienen exponente igual a 1.

Resolver una ecuacion es hallar el valor o los valores de las incognitas que satisfacen laigualdad.

l4e)
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Las ecuaciones lineales de primer grado son del tipo ax +b = 0, con a # 0 o cualquier otra
ecuacion en la que al operar, trasponer términos y simplificar adoptan esa expresion.

Comprobar que el valor de x=15 cumple con la ecuacién 5x = 8x — 15

Ejercicio
Modulo 2

Resultado:
x=5

3. Propiedades de igualdades
12, Propiedad reflexiva o idéntica: toda cantidad es idéntica a si misma.

Ejemplos:
a=a;, x+y=x+y

22, Propiedad simétrica o reciproca. Se pueden permutar los miembros de una igualdad, sin
que esta se altere.

Basado en
competencias

Ejemplos:
Si x =y, entoncesy = x
Si x+5=8,entonces8=x+5

3. Propiedad transitiva: si dos cantidades son iguales a una tercera cantidad, entonces son
iguales entre si.

Ejemplos:
Sia=byb=c,entoncesa=c
Six+2=6y6=y+zentoncesx+2=y+z

42, En una igualdad toda cantidad puede ser sustituida por su igual.

Ejemplo:
Six+2=6yx=4,entonces4+2=56

5%, Se pueden efectuar las mismas operaciones en los miembros una igualdad, sin que esta
se altere.

Ejemplos:
Suma y resta:
Dada laigualdad a = b
Entoncesa+c=b+cya-c=b-c
Multiplicacion y division
Dada laigualdad a = b
Entonces ac = bc y % = % conc#0

/0
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Potencia y raiz
Sia=b
Entonces > =b2y ya=b

6°. Dos 0 mas igualdades pueden sumarse miembro a miembro, de lo cual resulta una
nueva igualdad.

Ejemplos:
Sia=byc=d
Entoncesa+c=b+d

72. Dos 0 mas igualdades pueden restarse miembro a miembro, de lo cual resulta una
nueva igualdad.

Ejemplos:

Sia=byc=d
Entoncesa-c=b-d

Solucion

Resolver una ecuacion lineal es obtener el valor de la incdgnita que cumpla con la igualdad,
para ello se deben de aplicar las siguientes reglas:

- Realiza las operaciones indicadas en cada miembro de la igualdad.

Realiza la trasposicion de términos, reuniendo en un miembro de la igualdad todos
los términos que contengan la variable (incognita) y en el otro miembro las cantidades
conocidas.

Reduce los términos semejantes en cada miembro de la igualdad.

- Despeja la incognita dividiendo ambos miembros de la ecuacion por el coeficiente de la
incognita.

Ejemplo:
Resuelve la ecuacion.

3x—5=x+3

Solucion:

Restando x a los dos miembros de la

U 3x—5—x=x+3—x
ecuacion

Simplificando 2x—5=13

Sumando 5 a los dos miembros de la dx—5+5=3+5

ecuacion
Simplificando 2x =8

. 1 1
Multiplicando por % 7(2") = 3( 8)
Finalmente el valor de x es x=4

a4
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Ejercicio
Médulo 2

Resolver la ecuacion
—l6x +1 =—65x + 36

Resultado:
_5
*=

Ejemplo: resuelve. Sx=8x-15

Solucion:
Restando 8x a los dos miembros de la igualdad

Multiplicando por (-1) a ambos miembros de la igualdad:

Dividiendo entre 3 a los dos miembros de la igualdad:

Finalmente el valor de x es:

Ejemplo: resuelve.

Restando 1 a los dos miembros de la igualdad:

Dividiendo entre 4 a los dos miembros de la igualdad:

Finalmente el valor de x es:
Ejemplo: resuelve.
Solucion:

Sumando -3y a los dos miembros de la igualdad:

Sumando 25 a los dos miembros de la igualdad:

Dividiendo entre 2 a los dos miembros de la igualdad:

Finalmente el valor de y es:

/8

5x—-8x=8x-15-8x
-3x=-15

(=D(3x) = (=D(=15)

3 _ 15
3%=73
x=5

dx+1=2

dx+1-1=2-1
dx=1

4 1
4%= 4

=

INES

y-5=3y-25

y=5-y=3y-25-y
-5=2y-25

-5+25=2y-25+25
20 =2y

20 _2
2 =27

y=10
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Ejemplo: resuelve. 5x+6=10x+5

Solucin:

Invirtiendo losdos miembros de la ecuacion se tiene: 10x+5=5x+6

Restando —5x a los dos miembros de la ecuacion 10x+5—5x=5x+6— 5x
Simplificando los términos: 5x+5=6

Restando -5 a los dos miembros de la igualdad: Sx+5-5=6-5
Simplificando: S5x=1

Dividiendo entre 5 a los dos miembros de la igualdad: %x = %

Finalmente el valor de x es: X = %

Ejemplo: resuelve. 9y —11=-10 + 12y
Solucion

Invirtiendo los dos miembros de la ecuacion se tiene: ~10 + 12y =9y —11
Restando 9y a los dos miembros de la ecuacion: ~10+ 12y =9y =9y —11 -9y
Simplificando: ~10 + 3y =11

Sumando +10 a los dos miembros de la igualdad: “10+3y+10=—-11+ 10
Simpilificando: 3y=-1

Dividiendo entre 3 a los dos miembros de la igualdad: %y _—L

Finalmente el valor de y es: y= _%

Ejemplo: 2x — [x = (x = 50) ] = x — (800 — 3x)

De acuerdo a la jerarquia de operaciones se quitan paréntesis y posteriormente se quita el
corchete, se aplica regla de signos: 2x — [x —x + 50] = x — 800 + 3x

2x—x+x—-50=x-800 + 3x

Se reducen términos semejantes: 2x — 50 = 4x - 800
Invirtiendo los dos miembros de la ecuacion se tiene: 4x - 800 =2x - 50
Restando a los dos miembros de la ecuacion 2x: 4x — 800 — 2x = 2x — 50 — 2x
Simplificando: 2x —800 =-50

Sumando 800 a los dos miembros de la igualdad: 2x — 800 + 800 = — 50 + 800
Simplificando términos 2x =750
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Ejercicio
Mdédulo 2

Dividiendo entre 2 a los dos miembros de la igualdad:

Finalmente el valor de x es:

Ejemplo:

x =375

5:—=3)—(x—1)=(x+3)-10

De acuerdo a la jerarquia de operaciones se quitan paréntesis, se aplica regla de signos:

Efectuando los productos

Se reducen términos semejantes:

Restando x a los dos miembros de la ecuacion:
Simplificando:

Sumando 14 a los dos miembros de la igualdad:
Simplificando términos:

Dividiendo entre 3 a los dos miembros de la igualdad:

Finalmente el valor de x es:

Resuelve las siguientes ecuaciones

_13x _5x 13

8 Y~ Tt

o) 3w—4=5+3(2-1)

9 1—%(x—3)=2—%(3x—4)
v (3=
) 23—x—5(%+%)=3—2(1—%)

80

5x-3)-(x-1)=x+3)-10
dx-14=x-17
dx-14-x=x-T7T-x
3x-14=-7

3x—14+14=-7+14

3x=7

3. _1

3¥=3

_1

r=3

sol x=-3

| _s

SO x=7

| _ 1

o) x=-7

| _8

SO x=73

sol x=3

| _9

o) x=5

sol x=0
_.13

sol x = 5

sol x=-27
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4. Solucion y representacion grafica de una ecuacion lineal

La solucion de una ecuacion lineal es el conjunto de nimeros reales que satisfacen los valores de
las dos variables en la igualdad; es una ecuacion lineal recta llamada funcion lineal.
Gréfica la siguiente funcion lineal y escribe donde se interseca con los ejes.

Ejemplo:
Resuelve la siguiente ecuacion lineal y graficarla.
2x-3y=6

Solucion:
Si x = 0, entonces la ecuacion queda como:

2(0)-3y=6
—3y=6

Dividiendo los dos miembros de la igualdad entre —3 se obtiene:
3 6

T 3Y= 3
y=-2
Por lo tanto, una solucién es (x,y) (0,—2)

Como x € R, entonces x puede tomar cualquier valor real y determinar otra solucion, de tal
manera que si hacemos que x = 3, entonces lo sustituimos en la ecuacion 2(3)—3y = 6

6—3y=06

3y=—6

o . : . 3,.0
Dividiendo a los dos miembros de la igualdad entre 3 se obtiene: 3V=73
y=0

Por lo tanto, la otra solucion es (x,y) (3,0)

La gréfica de la ecuacion es la recta que pasa por los puntos (0, — 2) y (3,0) :

: /4:'

(3.0) o
L 4 4 4 | P Grafica de la ecuacion lineal

2x—3y=6
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Grafica la siguiente funcion lineal y escribe donde se interseca con los gjes.
—Tx—4y =0

Ejercicio
Médulo 2

Basado en
competencias

Resultado:
Intersecciones con eje x y eje y en:

7
(0,0) y un punto (x,y) en <2,— 3)

Ejempilo:
Gréfica la siguiente funcion lineal y escribe donde se interseca con los gjes. 2x —3y—12 =0

Solucion:
Dando el valor para x =0 y y =0, esto implica que la grafica debe intersectar a los dos ejes

(eje x y eje y).

Si x = 0, entonces la ecuacidon queda como:
2(0)-3y—-12=0
-3y—-12=0

Sumando 12 en ambos miembros de la igualdad:

-3y—-12+12=12
-3y=12
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Dividiendo a los dos miembros de la igualdad por -3 se obtiene:

-3 12
-3Y="3

y=-4

Por lo tanto, una solucion es la interseccion con el gje y es A (0,-4)

Ahora, si y = 0 la ecuacion queda como:
2x-3(0)-12=0
2x—-12=0

Sumando 12 en ambos miembros de la igualdad
2x =12+ 12=12
2x=12

Dividiendo a los dos miembros de la igualdad entre 2 se obtiene:

2 _ 12
2X="73
x=6

Por lo tanto, otra solucion posible es la interseccion con el eje x es B (6,0)

La gréfica de la funcion es la recta que pasa por los puntos  (6,0)y(0,—4):

y

5.

4.

N 6.0) B

'S 6 7 '8 T9 0 HE

Grafica de la ecuacion lineal 2x —3y—12 =0
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Ejercicio
Médulo 2

Grafica la siguiente funcion lineal y escribe donde se intersecta con los €jes.
—Sx+2y+20=0

Resultado:

Intersecciones con gje x el punto (4,0) y eje y el punto (x,y) en (0,-10)

Ejemplo:

Grafica la siguiente funcion lineal y escribe donde se interseca con los ejes.
2x—-y-3=0

Solucion

Para obtener algunas de las parejas ordenadas que constituyen la funcién, se asignan los
valores enteros en el dominio de la funcion en la regla de correspondencia y se resgistran en
una tabla para facilitar el procedimiento. A este procedimiento se le conoce como tabulacion.

-2 2(2)3=-4-3=-7 (=2,-7)
-1 2(-1)-3=-2-3=-5 (-1,-5)
0 20)-3=0-3=-3 0,-3)
1 2(1)-3=2-3=-1 (1,-1)
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22)-3=4-3=1

2,1

2(3)-3=6-3=3

3.3)

Estos puntos se colocan en el plano cartesiano marcando con una x en su lugar de acuerdo
con las coordenadas (x, y), en seguida se unen estos puntos con una linea continua debido a

que los valores del dominio son todos los nimeros reales entre -2 y 3.

¥

3

ol

I (3.3)

-1-5)

=2-7)

Gréfica de la funcion 2x —y -3 =0

Graficar la funcion lineal 2x—y +2=0

y=2x+2

12

16

O |RN|n|w|—| =

20

—
—_

24

15 32
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y=2x+2
16 1
Q 14 A
€ 127
E 10
o
O 87
S
= 67
(=
O 4
o,
0 : . : . :
1 2 3 4 5
Dominio

Basado en

competencias

Construye la gréfica de la siguiente funcion:

2x-y+1=0
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5. Desigualdad lineal

Una desigualdad es una expresion que indica que una cantidad es
mayor 0 menor que otra. Resolver una desigualdad consiste en obtener
todos los valores de la variable que la satisfagan.

Relaciones de orden. Para cualquier a, b € R

a<b “a es menor que b”

a>b “a es mayor que b”

a<b “a es menor o igual que b”

a=b “a es mayor o igual que b”

a>0 “a es un nimero positivo”

a<0 “a es un nimero negativo”

Ejemplo:
5>3 selee: |5 esmayor que 3
4>7 selee: |4 esmayorque7
a+b=0 selee: |amasbesmayor oigual a cero
x=<3 selee: |[xesmenoroiguala3d
T<x<38 selee: | xes mayor que 7 pero menor que 8
x<-—2o0x>2 selee: |xesmenor que -2 o0 mayor que 2

Nota: cada simbolo de desigualdad se abre hacia el valor mayor y apunta hacia el mas pequefio.

Una desigualdad lineal en una variable es aquella que posee mas de un
elemento en su conjunto solucion.

Por ejemplo: el conjunto soluciéon de la desigualdad 4x — 5> 2x + 3 es {x | x > 4}.

5.1 Propiedades sobre desigualdades
Para operar con desigualdades se deben considerar las siguientes propiedades:

e Sia>byc>0entoncesa+c>b+cya—c>b-c (el signode desigualdad no cambia)

e Sia>byc>0entoncesac>bcy % > % (el signo de desigualdad no cambia)

e Sia>byc<0entoncesac<bcy % < % (el signo de desigualdad cambia)

37
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e Sia>bentoncesb<a
e Sia > bentonces % < % (el signo de desigualdad cambia)
e Sia>-bentonces—a<bysia<-bentonces —a>b

e Sia<bentonces —a>-b

5.2 Intervalos

Un intervalo es un conjunto de nimeros reales que cumplen con ciertas
propiedades de las desigualdades.

Existen dos tipos de intervalos.

5.2.1. Intervalo de longitud finita
Es el conjunto de nimeros reales comprendidos entre dos extremos a, b € R, donde a < b.

a) Intervalo abierto: es aquel que no incluye a los extremos.

Notacioén: (a, b) = {x|a <x < b}

Graficamente:
X
o] O
f t > R
a b
b) Intervalo cerrado: es aquel que si incluye a sus extremos.
Notacion: [a, b] = {x |a < x < b}
Gréficamente:
X
t : > R
a b

c) Intervalo semiabierto o semicerrado: es aquel que incluye sélo a uno de sus extremos.

¢') Notacion: (a, b] = {x| a < x < b}

Gréficamente:
X
o]
t t > R
a b
¢? Notacién: [a, b) = {x| a < x < b}
Gréficamente:
X
0
| | > R
a b
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5.2.2. Intervalos de longitud infinita
Es el conjunto de numeros reales acotados cuando mas por un sélo extremo a € R.

a) (a,®) = {x| x>a}

Graficamente:
X
O
- > R
a
b) [a, °) = {x| x = a}
Graficamente:
X
f > R
a
C) (-, b) = {x| x < b}
Graficamente:
X
O
t > R
b
d) (-, b] = {x| x < b}
Graficamente:
X
t > R
b

€) (-2, ) = {x| x €R}

Ejemplo.

Resuelve las siguientes operaciones con intervalos, escribiendo el resultado como intervalos y represéntalos
sobre una recta numérica.

a)(14HnN27H=024)

Graficamente:

\
=
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b) 2,7) N (1,5) =(2.5)

Graficamente:
O 0
O
O
- - - } } } } } > R
0 1 2 3 4 5 6 7
c) (2,71 U [1,5) =[1,7]
Graficamente:
O
O
} } } } } } } } > R
0 1 2 3 4 5 6 7
d)(1.4) u 3,71=01,7]
Graficamente:
Basado en
competencias
O
o, O
. . . . . . . - > R
0 1 2 3 4 5 6 7

6. Inecuaciones

Unainecuacioén es una desigualdad en la que existe una o mas incognitas
y s6lo se satisface para determinados valores de las incognitas. Resolver
una inecuacion consiste en obtener los valores de las incognitas que la
satisfacen.

6.1 Desigualdad condicional.
Es aquella que se cumple para algunos valores de la variable incluida.

Ejemplos:
8x+3<4dx-17 se cumple para x < -5
3x-8=x+20 se cumple para x = 14

6.2 Desigualdad absoluta.

Es la que se cumple para cualquier valor de la variable contenida.
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Ejemplo:
6x<6x+3
2+ 6)>2(x+ 1)

Por consiguiente, una desigualdad absoluta se cumple para cualquier valor de la variable y una
desigualdad condicional esta limitada a un intervalo definido de valores.

Ejemplos:

Obtén el conjunto solucién de las desigualdades indicadas y represéntalo graficamente.

ax—3>5
Solucion:
Sumando 3 en ambos lados se tiene: x—3+3>5+3
de donde, x>8
Graficamente:
X
—_—>
> R

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
b)2x+6 <4x -2
Solucion:
Restando 4x y 6 en ambos lados se tiene: 2x + 6 —4x —6 < 4x -2 —4x -6
De donde, —2x=<-8
Y usando la propiedad -a<-b = a>b

2x>8
Por lo que dividiendo ambos lados de la desigualdad entre 2 se tiene
x>4
Graficamente:
X
> R

Obtén el conjunto solucién de las desigualdades propuestas y represéntalo graficamente:

1)3+8x>-3+6x

2)6—4x < 14 + 4x

2 4
3) 6x—3 §4x+3

4. 3
4)—4x+3> 7 X 2
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Ejemplo:

El gerente de una fabrica ensambladora de motores para automovil debe decidir si deberan
producir sus propios bujes, que la empresa ha estado adquiriendo de proveedores externos
a $280.00 cada uno. La fabricacion de los bujes incrementaria los costos generales de la
empresa en $3 800 al mes y el costo de material y de mano de obra sera de $5.60 por cada
buje. ¢ Cuantos bujes debera ensamblar la empresa al mes para justificar la decision de fabricar
SuSs propios bujes?

Solucion

Si x es el numero de bujes utilizados por la empresa al mes, entonces el costo de adquirir x
bujes a $280 cada uno es de 280x pesos. El costo de fabricar x bujes es de $5.60 por buje
més costos generales de $3 800 al mes, de modo que el costo total es CT= 5.60x + 3800

Para justificar la fabricacion de los bujes, debe cumplirse la desigualdad:
Costo de adquisicion > costo de fabricacion
280x > 5.60x + 3800
280x — 5.60x > 3800
274.4x > 3800
x> 13.848

En consecuencia, la empresa debe ensamblar al menos 14 bujes al mes para justificar el
fabricarlos.

Basado en
competencias

Una empresa fabricante de zapatos tiene un precio unitario de venta de $300 y un costo
unitario de $185. Si los costos fijos son de $600 000 al afio, determinar el nimero minimo de
pares de zapatos que deben ser vendidos para que la empresa tenga utilidades.

Ejercicio

Modulo 2

7. Valor absoluto

En la recta numérica, la distancia de un nimero a hasta cero se denomina valor absoluto
del numero y se representa colocando lineas verticales entre un nimero: el valor absoluto
de5esb

I5|=5

El valor absoluto de -5 es 5
|-5]=5

Expresemos ahora los resultados en la recta numérica:

Si el nUmero es positivo, su distancia al origen es el mismo:

el = x
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Si el nUmero es negativo:

x| = x
El valor absoluto de cero es cero:

0] =0

Ejemplo:
1p_ 1
217 2
--9/=-9
|-67665| = 67665

Recordemos que “el valor absoluto de un nimero real es el valor que tiene el nimero cuando
prescinde del signo”.

7.1 Propiedades del valor absoluto

e Laigualdad |x| = m con m = O solo la satisface x = m y x = — m ya que son los Unicos
puntos cuya distancia al origen es exactamente m.

|
-m CI) m

e Ladesigualdad |x| = m con m < 0 no tiene solucién.
e Silx|<mym>0, entonces -m<x<m.
Los puntos que satisfacen la desigualdad son aquellos cuya distancia al origen es menor o
igual a m; son ademas los que se encuentran a la izquierda de m y a la derecha de — m.
Si |x| = m, entonces x =m0 x <-m

Los puntos que satisfacen son aquellos cuya distancia es mayor o igual a m; son los que estan
a la derecha de m, y l0s que se encuentran a la izquierda de —m.

Ejemplo:
|5x + 2|=12
La desigualdad se satisface sise cumple 5Sx + 2 =12y 5x+2 =-12

Sx+2=12
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Sx+2=-12
Sx=-12-2
5x=-14
_ 14
T s
Los valores que cumplen la ecuacion son:
x=2
_ 14
=5
Comprobacion:
Con
x=2
I5x +2|=12
[52) +2| =12
[10 + 2| =12
12| = 12
Con 4
=5

|5(—15—4)+2|=12
|14 +2|=12
|-12]=12

7.2 Valor absoluto en las desigualdades
Algunas desigualdades incluyen el valor absoluto y los smbolos < y > de la forma siguiente:
|x| < b significa—b <x < b
Se lee asYel valor absoluto de x es menor a b, lo que significa que el valor de x es mayor que
— by menor que b.
|x| > b significa x<-b y x>b
Se lee ApYx es menor que —b A x es mayor que b.

Ejemplo:

x| < 8 significa -8 <x <8
[x| > 2 significa x <-2 yx>2

94



Algebra: Fcua

cion lineal

Ejemplo:
‘§+ﬂ<7
En este ejemplo es el caso que |x| < b

La desigualdad se satisface Unicamente si se cumple:

X
-7 < 3 +5<7

Observa el sentido de la desigualdad

X
-7< 3 +5

-7-5< %
3(-12) < x
-36<x
x>-=-36
X

%C +5<7
3 <7-5
x<2(3)

x<6

Los valores que satisfacen la desigualdad son:

x<6 y x>-36 queseexpresa: -36<x<6

=36 0

Ejemplo:

[7x -1| = 4x+3

La desigualdad |7x —1| = 4x + 3 es equivalente a las desigualdades:

Tx-1=z4x+3
Tx—1<—(4x+3)
Tx-1=z4x+3
Tx-4x=1+3
3x=4
4

XZ?

Los valores que satisfacen la desigualdad son:

2
<=7 y X

Tx-1<—(4x+3)
Tx—-1<-4x-3

Tx+4x<-3+1

llx<-2
.2
=T
4
3
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Realiza la gréfica con tu docente:

Resuelve la ecuacion [3x + 6] = 9.

Ejercicio
Modulo 2

Solucion:

x=5y x=-1

Resolver la inecuacion |x - 8| < 5
Basado en .
competencias Solucion:

3<x<13

Gréficamente:

Resuelve la inecuacion |3 — 4x| =9 = 0.

Solucion:
x < —% 0 x =3
Gréficamente:
X
& o
-3 2 -1 0 1 2 3 4
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8. Sistema de dos ecuaciones lineales con dos
variables

Una ecuacion lineal con dos incégnitas es una expresion de la forma
ax + by = ¢ donde ayb son los coeficientes de xy y (incognitas) y ¢
es un valor constante. Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas sera de la siguiente forma:

ax+by =c

ax+by=c

8.1 Métodos de solucion de un sistema de ecuaciones
lineales con dos variables

Para resolver algebraicamente un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas pueden
utilizarse los siguientes métodos: de sustitucion, de igualacion y de suma y resta.

8.1.1. Método de suma y resta

El método de suma y resta consiste en igualar los coeficientes de una de las variables para
eliminarla a través de una suma o resta.

Para aplicar este método hay que recordar que si multiplicamos todos los términos de una
ecuacion lineal con dos incognitas por un mismo numero distinto de cero, se obtiene otra
ecuacion lineal equivalente a la dada que tiene las mismas soluciones. Esto quiere decir que,
por ejemplo, las ecuaciones x + 3y = —1, 2x+ 6y = —2 y 5x + 15y = =5 tienen las mismas
soluciones; la segunda ecuacion es igual a la primera multiplicada por 2 y la tercera ecuacion
es igual a la primera multiplicada por 5.

Por lo anterior, el método de reduccion o de sumay resta consiste en llevar a cabo los siguientes
pasos para resolver un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas:

1. Se elige la incognita mas apropiada para eliminarla.

2. Se multiplica una o las dos ecuaciones por un nimero 0 numeros tales que la incognita
que queremos eliminar aparezca en las dos ecuaciones con el mismo coeficiente, pero
cambiado de signo.

3. Se suman los términos semejantes en las dos ecuaciones con |0 que desaparecera una
de las incognitas.

4. Se resuelve la ecuacion resultante y se obtiene el valor de la incognita.
Se sustituye este valor en una de las ecuaciones iniciales y se calcula la otra incognita.

6. Se comprueba el resultado sustituyendo los valores de x y y en las dos ecuaciones para
ver si cumplen.

o

Ejemplo:
Escribir el sistema de ecuaciones como:

4x + 6y = =3 .. (1)
Sx+7y=-2.-2)
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Se multiplican los dos miembros de la primera ecuacion por 5 y los dos miembros de la
segunda ecuacion por —4; esto da como resultado que los coeficientes de x sean iguales y de
signo contrario:

5(4x +6y = -3) 20x + 30y = —15

—4(5x+7y=—2) 20x—28y=8

Sumando algebraicamente ambas ecuaciones resulta:

20x + 30y = —15
—20x —28y =8
+2y=—7
Resolviendo la ecuacion, tenemos: y= _%

Sustituyendo el valor y= —% en cualquiera de las ecuaciones originales, para nuestro caso
elegimos la primera.
4x+6(-7/2)=-3

4x—21=-3
4xr=-3+21
x=18/4
x=9/2

Basado en
competencias

509/2)+7(=7/2)=—2
45/2-49/2=-2
—4/2=—2

—2=-2

Su comprobacion es:

4(9/2)+6(-7/2)=-3
18—21 =3
—3=-3

Por lo tanto, los valores que satisfacen al sistema son:

x=9/2,y=-7/2

Escribir el sistema de ecuaciones como:

2x+y=1..(1)

3x42y=2...(2)
Ejercicio

Viodulo 2 Resultado:

x=0,y=1

93



Algebra: Fcuacion Ineal

8.1.2. Método de sustitucion

El método de sustitucion consiste en despejar una variable de una ecuacion y sustituirla en la
otra ecuacion. Por ejemplo:

Se despeja una incognita en una de las ecuaciones, la que sea mas facil.

2. Se sustituye la expresion de esta incognita en la otra ecuacion, obteniendo una ecuacion
de primer grado con una sola incognita.

3. Seresuelve la ecuaciony se obtiene el valor de una de las incognitas. Este valor se sustituye
en la ecuacion despejada al principio para obtener el valor de la otra incognita.

4. Los dos valores obtenidos constituyen la solucion del sistema.

5. Comprobamos los resultados sustituyendo los valores de x y y en las dos ecuaciones para
ver si se cumplen.

Ejemplo:
Escribir el sistema de sistema de ecuaciones como:

x+6y=-3 .. (1)
y x+7y=-2..12)
Solucion:
Se despeja una incognita en una de las ecuaciones, para nuestro caso seria de la primera
ecuacion.

x=-3—6y

Se sustituye la expresion x = —3 — 6y en la otra ecuacion, obteniendo una nueva ecuacion de
primer grado con una sola incégnita:

x+T7y=-2
(=3—6y)+7y=-2

Se resuelve la ecuacion y se obtiene el valor de la incognita (y).
—6y+T7y=-2+3
y=1

Este valor y = 1 se sustituye en la primera ecuacion para obtener el valor de la otra incognita:

xX+6y=-3
x+6(1)=-3
x+6=-3
x=-3-6
x=-9

Comprobacion: se sustituyen los valores obtenidos x = —9 A y = 1en las ecuaciones iniciales.

Primera ecuacion: x+6y=-3
—9+6(1)=-3

—9+6=-3

-3 =-3
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Ejercicio
Maodulo 2

Segunda ecuacion: x+7y=-2
—9+7(1)==2

—9+7=-2

-2 =-2

Los dos valores obtenidos constituyen la solucion del sistema, que es el punto (-9, 1).

Escribir el sistema de ecuaciones como:

x+2y=4
x+4y =2
Resultado:
x=6,y=-1

8.1.3. Método de igualacion

El método de igualacion consiste en despejar la misma variable en ambas ecuaciones e
igualarlas entre si. Por ejemplo:
1. Se despeja la misma incognita en las dos ecuaciones.

2. Seigualan las dos expresiones resultantes, con lo que obtenemos una ecuacion con una
incognita.

Se resuelve la ecuacion y se obtiene el valor de una de las incognitas.

4. El valor obtenido se sustituye en cualquiera de las dos expresiones en las que aparecia
despejada la otra incognita.

Los dos valores obtenidos constituyen la solucion del sistema.

Se comprueba el resultado sustituyendo los valores de x y y en las dos ecuaciones para
ver si se cumplen.

Ejemplo:
escribir el sistema de ecuaciones como:

x+6y=-3..()
{x+7y——2 )

Solucion:

Se despeja la misma incdgnita en las dos ecuaciones:
x=-3—-6y
x=-2-=Ty

Se igualan las dos expresiones resultantes, con lo que obtenemos una ecuacién con una
incognita:

—3—6y=—"2—"Ty
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Se resuelve la ecuacion y se obtiene el valor de una de las incognitas:
—6y+T7y=—-2+3
y=1
El valor obtenido se sustituye en cualquiera de las dos expresiones en las que aparecia
despejada la otra incognita:

x+6(1)=-3
xX+6=-3
x=—3-6
x=-9

Los dos valores obtenidos constituyen la solucion del sistema que es el punto (-9, 1).

+3p=
Escribir el sistema de ecuaciones como: {Zx =1

x—y=8
Resultado: .
S Modulo 2

8.1.4. Método grafico

El proceso de resolucion de un sistema de ecuaciones mediante el método grafico se lleva a
cabo de la siguiente manera:

a) Se despeja la incognita y en ambas ecuaciones.

b) Se construye, para cada una de las dos funciones de primer grado obtenidas, la tabla de
valores correspondientes.

c) Se representan graficamente ambas rectas en los ejes coordenados.
d) En este Ultimo paso hay tres posibilidades:

e Siambas rectas se cortan, las coordenadas del punto de corte son los Unicos valores
de las incognitas x y y. Se denomina sistema compatible determinado.

e Si ambas rectas son coincidentes, el sistema tiene infinitas soluciones que son las
respectivas coordenadas de todos los puntos de esa recta en la que coinciden ambas.
Se denomina sistema compatible indeterminado.

e Siambas rectas son paralelas, el sistema no tiene solucion. Se denomina incompatible.

Una Solucién §in Solucion Soluciones Infinitas

T

A

/f
Si las graficas oe ks 5 las graficas de las 5 las graficas de las
SCUACIONES £8 Isrsclan ECUBCINGES Ml S& iNersectan, | eCuationes son | misma
enlonces axisle sdko una {por ejemnplo, Si son entonces hay un ndmero
solucion para las ecuaciones paraledas) entonces no exste | infindo de solociones para las
nimguna solwckin para las BCUACHNeSs
ECUBCHNES
Ejemplo: x+y =600
Escribir el sistema de ecuaciones como: ) 0
X—y=

Solucion:

Para resolver el sistema por el método grafico, despejamos la incégnita y en ambas ecuaciones
y entonces obtenemos:
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y =—x+600
y =2

Para poder representar ambas rectas, se deben calcular los valores a través de una tabla:

y=—x+6 y =2
X y X Yy
200 400 100 200
600 0 200 400
Graficar los valores:
y
800
600
400
= 200
Basado en =
competencias
X
20 200 400 600~

, -200

Si observamos la gréfica, notaremos que las dos rectas se cortan en el punto, la solucién del
sistema es x = 100 y y = 400 que es el punto (200, 400).

Ejercicios:

Cambiar el sistema de ecuaciones como: Solucion:

1. —4x—-3y=29 1. x=-8,y=1
—8x—-5y=59

2. S5x—Ty=-41 2. x=-32,y=17
x—y=-15

3. Tx+3y=06 3. x=3/5,y=3/5
-10x + 5y =-3

4, —2x-3y=-11 4. x=-2,y=5
Ix+ 7y =21

5. 6x + 9y =57 5. x=1,y=-7
=5x -5y =30
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6. —Ox+3y=066 6. x=-9,y=-5
Tx +4y=-83

7. 4x + Ty =-26 7. x=-3,y=-2
-x+9y=-15

8. —Ox + 8y =162 8. x=-10,y=9
—4x 2y =22

9. —6x — 8y =-102 9. x=9,y=6
-3x-5y=-57

10. —6x + 7y =-20 10. x=-6,y=-8
-7x—-y=50

9. Problemas de aplicacion

Los métodos para obtener la solucion de ecuaciones lineales y sistemas de ecuaciones lineales
con dos incognitas permiten llevar a cabo el planteamiento y la resolucion de situaciones
problema en el mundo real, que es donde radica su importancia. A continuacion se ejemplifican
situaciones problema que involucran ecuaciones lineales y sistemas de ecuaciones lineales
con dos incognitas:

Ejemplo:
Una parcela rectangular tiene un perimetro de 240 m, si mide el triple de largo que de ancho,
;,cuédles son las dimensiones de la parcela?

Solucion:
Llamamos x al ancho de la parcela y y al largo.
El largo es el triple del ancho: y = 3x

El perimetro es: 2x + 2y = 240
Dividiendo entre 2: x +y =120

El sistema de ecuaciones es: y =3x
x+y=120

Resolviendo por el método de sustitucion:

x+3x =120
4x =120
x=120/4
x=30m

Sustituyendo en la primera ecuacion se obtiene:

y=3x

y=3(30m)

y=90m
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90 m

30m

Ejemplo:
Carmela tiene el triple de afios que su hija Maria. Ambas edades suman 60 afos. ¢ Qué edad
tiene cada una de ellas?

Solucion:
Si Maria tiene x anos, entonces Carmela tiene 3x anos (el triple de la edad de su hija).

La suma de las dos edades es 60 anos. Entonces: edad de Maria + edad de Carmela = 60.
Matematicamente se tendria:

x +3x =60
Resolviendo la ecuacion resultante:
4x = 60
_ 60
Y=y
x=15

Entonces, Maria tiene 15 anos (recuerda que x representa la edad de Maria), y su mama
Carmela tiene: (3) (15) = 45 anos, porque la mama equivale a 3x.

Por lo tanto, lo anterior cumple con la condicién de que, al sumar las edades, obtengamos 60:

15 +45 =60

Maria tiene 15 afios
y Su mama 45
Fuente; Shutterstock
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Ejercicios adicionales:

Resolver las siguientes ecuaciones lineales

a) x+1=3
b) 6x—7 2x+5
0 2(13+2x):i
4x + 1 4
d) 3+5x  4-—x
5 -7
e) dx—3=—12x+5
f) 6x +2—3x=Tx+4
g) 4(2y+5)=3(50-2)
4—x S5x
h) 2 — 3 !

) 1.5x—0.7 = 0.4(3 - 5x)

j) ox+12x—3—Tx+4=0

2x X 7
0w (F)-(5)-F
| -1 x+13 . 5(x+1)
) 3 2% - 8
2(x+1 3(x—6
m) ?( 5 )ZZ( 3 )
n) %+%=2x—17
1 2 1
0) g(x—z)—(zx—3)—§(4x+1)—€(2x—7)
Resultado:
a) x=2
b) x=3
—101
c) x=
d) x=—41—0
e) x=%
f) x:—%
26
8 y="7
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6
h) T3
_ 19
i) X =735
1
berETn
e
k) X="70
1
) x=->
m) x =14
_ 220
n) X =7
23
lo) _ &2
) Y74

Escribir los sistemas de ecuaciones como:

Sx—=2y =2
a)
x+2y=2

S5x—y=3
b)
—2x +4y =—12
3x+5y—15
c)
2x—3y =—
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Resultado:

: _2,_ 2
d Y=3.=3
b) x=0,y=-3
c) x=0,y=3

1 1
d) x=_4,y—2
e) x=—4,y=2
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) x=3,y=-2
i) x=3,y=—1
j) No tiene solucién
k) x=-2,y=5
I x=8y=10
m) x=—5,y=9
n) x=14,y=9
B x=3,y=-4

P 1. Elcosto total de 5 libros de texto y 4 lapiceros es de $32; el costo total de otros 6 libros de
el texto iguales y 3 lapiceros es de $33. Hallar el costo de cada articulo.

E z .1 ¥ 3 b
Basado en 2. Hallar dos numeros tales que la suma de sus reciprocos sea 5, y que la diferencia de sus

competencias ,
reciprocos sea 1.

3. Sialos dos términos de una fraccion se afade 3, el valor de la fraccion es 1/2, y si a los
dos términos se resta 1, el valor de la fraccion es 1/3. Hallar la fraccion.

4. Se tienen $120 en 33 billetes de a $5 y de a $2. ;Cuantos billetes son de $5 y cuantos
de $2?

5. Marfay su hija Sara tienen en la actualidad 56 anos entre las dos. Si dentro de 18 afios Sara
tendra 5 anos mas que la mitad de la edad de su madre, §qué edad tiene actualmente
cada una?

6. Una parcela rectangular tiene un perimetro de 240 m, si mide el triple de largo que de
ancho, jcudles son las dimensiones de la parcela?

7. Jorge tiene en su cartera billetes de 10€ y 20€, en total tiene 24 billetes y 440€. ; Cuantos
billetes tiene de cada tipo?

8. Enunexamen de 100 preguntas Ana ha dejado sin contestar 9 y ha obtenido 574 puntos.
Si por cada respuesta correcta se suman 10 puntos y por cada respuesta incorrecta se
restan 2 puntos, ¢cuantas ha contestado bien y cuantas mal?

9. En un curso hay 70 alumnos matriculados. En el Ultimo examen de Matematicas han
aprobado 39 alumnos, el 70% de las chicas y el 50% de los chicos. ;Cuantos chicos y
cuantas chicas hay en el curso?

10. Al dividir un numero entre otro el cociente es 2 y el resto es 2. Si la diferencia entre el
dividendo y el divisor es 59, ;de qué numeros se trata?

11. Un hotel tiene habitaciones dobles y sencillas. En total hay 50 habitaciones y 87 camas.
¢ Cuantas habitaciones tiene de cada tipo?

108



Algebra: Ecuacion cuadratica

12.

13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Encuentra dos numeros sabiendo que la mitad de su suma es 218 y el doble de su
diferencia 116.

Un gjercicio realizado en clase consta de 16 preguntas. El profesor suma 5 puntos por cada
solucion correcta y resta 3 puntos por cada pregunta no contestada o mal contestada.
Si un alumno ha obtenido 32 puntos en el gjercicio, jcuantas preguntas ha contestado
correctamente?

Halla dos numeros naturales cuya suma sea 140 y al dividir el mayor entre el menor se
obtenga 2 de cociente y 14 de residuo.

Hace tres anos la edad de Juan era el doble que la de su hermana Julia. Dentro de 7 anos,
la edad de Juan sera de 4 de los anos que tenga Julia. ;Qué edad tienen actualmente
cada uno? 3

Raquel ha pagado $55.72 por una camiseta y un pantalén que costaban $70 entre los
dos. Si en la camiseta han hecho un 18% de descuento y en el pantaldon un 22 %, ¢cual
es el precio original de cada articulo?

Un comerciante compré 35 juegos de un tipo y 25 juegos de otro pagando por ellos
$1220. Con la venta de los primeros gand un 25% y con los segundos perdioé un 5% de
tal manera que recibié $170 de ganancia sobre el precio de compra. Calcula el precio de
compra de cada tipo de juego.

Hallar dos nUmeros tales a los que si les agregamos 7 unidades los resultados estén en
la relacion 3 a 2, pero si les restamos cinco unidades la razén de estas diferencias es % .

La cifra de las decenas de un nimero de dos cifras es el doble de la cifra de las unidades,
y si a dicho nUmero le restamos 27 se obtiene el nimero que resulta al invertir el orden de
sus cifras. ¢ Cual es ese numero?

Se tienen 120 euros en 33 billetes de 5 euros y de 2 euros. ;Cuantos billetes son de 5
euros y cuantos son de 27

Hace 8 anos la edad de Mateo era el triple de la de Pedro y, dentro de 4 anos, la edad de
Pedro sera % de la de Mateo. ;Cudles son las edades actuales de Mateo y Pedro?

La suma de las edades de tres hermanos es 160. La suma de la edad del mayor vy el
mediano dividida entre cuatro es igual a la edad del menor menos 20. Si restamos la edad
del menor a la del mayor, dividimos el resultado entre dos y luego sumamos la edad del
mediano el resultado es 57. Hallar las edades de los tres hermanos.

Respuestas:  Libros de texto $4, lapiceros $3

1er nimero= 1/3, 2° nUmero=1/2
Fraccion = 5/13

18 billetes de $5, 15 billetes de $2

Maria 40 anos, Sara 16 anos

Ancho =30 m, largo =90 m

4 billetes de 10 €, 20 billetes de 20 €

63 contestadas bien, 28 contestadas mal
20 chicas, 50 chicos

NUmeros 62y 3

Resultado:

11,
12,
13,
14,
15,
16.
17.
18.

13 habitaciones sencillas y 37 dobles.
Los numeros son 189y 247.
El alumno ha contestado bien a 10 cuestiones, y no ha contestado o ha contestado mal 6.
Los nUmeros son 98y 42,
La edad de Juan es 13 anos y la de Julia 8 afos.
El precio original de la camiseta es de $28.00 y el del pantalén $42.00.
El precio de compra de cada tipo de juego es de $22.00 y $18.00.
Los numeros son 20y 11.
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19. Los numeros son 3y 6, por lo tanto el nimero es 36.
20. Hay 15 billetes de 2 euros y 18 billetes de 5 euros.
21. Mateo tiene 32 afnos y Pedro tiene 16 anos.

22. Edad del hermano mayor 62 anos; edad del hermano de en medio 50 anos y edad del
hermano menor 48 anos.

Basado en
competencias

110




'Competencias
genéricas y atributos
definidos en el Marco
Curricular Comun
(MCC).
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o
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b
SAVA

Fcuacion cuadratica

Competencias genéricas y atributos'

1. Se conoce y se valora a si mismo, aborda problemas o retos teniendo en cuenta los
objetivos que persigue.

1.1. Enfrenta las dificultades que se le presentan, es consciente de sus valores, fortalezas
y debilidades.

4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la
utilizacion de medios, codigos y herramientas apropiados.

4.1. Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linglisticas, matematicas o
graficas.

4.5. Maneja las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TIC) para poder obtener
informacion y expresar ideas.

5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos
establecidos.

5.1. Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como cada
uno de sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.

5.2. Ordena informacion de acuerdo a categorias, jerarquias y relaciones.

5.6. Utiliza las TIC para procesar e interpretar informacion.
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8. Participa y colabora de una manera efectiva en equipos diversos.

8.1. Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar un proyecto en equipo,
definiendo un curso de accidon con pasos especificos.

8.2. Aporta puntos de vista con apertura y considera los de otras personas de manera
reflexiva.

Competencias disciplinares basicas y extendidas

1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion de procedimientos
aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales para la comprension y andlisis de
situaciones reales, hipotéticas o formales.

2. Formula 'y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos y los
contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.

4. Argumenta la solucién obtenida de un problema, con métodos numéricos, graficos,
analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las TIC.

Basado en
competencias

Introduccion

¢ Qué son las ecuaciones cuadraticas?

Las ecuaciones cuadraticas, también conocidas como ecuaciones de segundo grado, es toda
ecuacion en la cual, una vez simplificada, el mayor exponente de la incognita es 2.

Ecuacion completa: son ecuaciones de la formula "ax>+ bx + ¢ = 0", que tienen un término en x2,
un término en x y un término independiente.

Asi pues, con base en estos y otros estudios, se han estructurado varios métodos para

resolver ecuaciones cuadraticas, entre los que figuran: el método de factorizacion, completar
un trinomio cuadrado perfecto y por féormula general, que tratamos en este médulo.
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1. Concepto de ecuacion cuadratica

Toda ecuacion cuadratica tiene dos raices, que corresponden a los
valores de la incognita que satisfacen la ecuacion. Resolver una ecuacion
cuadratica consiste en obtener los valores de sus raices.

1.1. Definicion de ecuacion cuadratica

Una ecuacion cuadratica es una ecuacion de la forma ax? + bx + ¢ = 0, donde a, b y ¢ son
numeros reales y a # 0.

Ejemplo
S5x2+4x+6=0
Ix*-4x+9=0

Ecuaciones completas: son ecuaciones de la forma ax? + bx + ¢ = 0, con un término en x2, un
término en x y un término independiente.

Ejemplo
X2+7x-8=0
I +4x=-17

Ecuaciones incompletas: son ecuaciones de la forma ax? + ¢ = 0, que carecen del término en
x 0 de la forma ax? + bx = 0, que carecen del término independiente.

Ejemplo

Ix*- 16=0
3x2-9x =0

2. Métodos para la solucion de ecuaciones
cuadraticas con una variable
2.1. Método de factorizacion

Se utilizan procesos algebraicos como factor comun, diferencia de cuadrados y factorizacion
de un trinomio cuadratico.

Los dos primeros procesos se emplean en ecuaciones de las formas ax” +bx =0 vy
ax’ + ¢ = 0, el tercero en ecuaciones de la forma ax” + bx +¢ = 0

2.1.1 Ecuaciones completas
Para resolver una ecuacion de segundo grado completa por factorizacion se debe colocar
primero en la forma ax” + bx +¢ = 0.

Si a=1, se tendrd que x*+bx+c =0 y para factorizar se buscaran dos nimeros que
multiplicados den ¢ y sumados den b.
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Ejemplo:
Resuelve la ecuacion por factorizacion
¥ =x—20=0

Buscando dos nimeros que multiplicados den

—20 y sumados resulte —1 =5; 4

Factorizando el trinomio simple x—5x+4)=0

x—5=0

Igualando con cero cada uno de los factores 40
X =

Despejando x se obtienen las dos soluciones de la Primera solucion: — x,=—4
ecuacion Segunda solucion: x,=5

Ejercicio:
Resuelve la ecuacion
X =3x+2=0

Basado en
competencias

Resultado:
Primerasolucion x=1

Segundasolucion  x,=2

Si en la ecuacion cuadréatica a # 1, se procede como se muestra a continuacion:

Ejemplo:
Resolver la siguiente ecuacion cuadratica

6x°—7x—3 =0
Multiplicando el coeficiente del término cuadratico (6)(=3) =18
por el término independiente se obtiene
Por lo que necesitamos dos ndmeros cuyo 18
producto es
Y que al sumarse algebraicamente se obtenga el -7
coeficiente del término lineal que es
Los dos nimeros son —9y2
Porque (—9)(2)=—18y—9+2=—7
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Sustituyendo los dos valores obtenidos en la

. . ) 6x°—9x+2x—3=0
ecuacion original se obtiene

Aplicando el método de agrupacion de términos 6x°-9x + 2x-3 =0
. [ — ——
semejantes factorizando  factorizando

Al factorizar los dos primeros términos,
encontramos que tienen en comun y los dos
Ultimos no tienen ningtin elemento, por ello 3x(2x—=3)+1(2x—3)=0
consideramos como factor comun el que es
comun a cualquier término

Factorizando el binomio comun 2x—3)Bx+1) =0
(2x—3)=0
Igualando cada factor a cero
(3x+1)=0
2x—3=0

Despejando del primer factor

Despejando del segundo factor

Se obtienen las dos soluciones de la ecuacion X, =— = Xx, =

Resuelve la ecuacion
205° +7x—6 =0
Ejercicio
Modulo 3

Resultado: 3
Primera solucion:  x = 4

Segunda solucion:  x =%

2.1.2 Ecuaciones incompletas

Sienlaecuacion ax’ + bx + ¢ = 0, ¢ =0, entonces se tiene una ecuacion cuadraticaincompleta
sin término independiente de la forma ax” + bx + ¢ = 0, una de cuyas soluciones siempre sera
cero.

Es decir:
ax’ + bx = 0 Se factoriza una x por ser factor comuin de ambos términos.

x(ax-i-b) =0
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Igualando a cero los factores:

x=0yax+b=0

Primera solucion x =0

L b
Segunda solucion  x = ~a

Ejemplo:
Obtener las raices de la ecuacion
4x° + 16x = 0
Utilizando factor comun x(4x +16) =0
|gualando con cero cada uno de los factores x=0 4x+16 =0
4x = —16
Despejando x del segundo factor 4
y=—

Primerasolucion: x =0
Se obtienen las dos soluciones de la ecuacion

Segundasolucion: x = —4

Basado en Resuelve la ecuacion

competencias
2
x —4x =0
Ejercicio
Mdédulo 3
Resultado:

Primera solucion: x=0

Segundasolucion: x=4

Sienlaecuacién ax’+bx+c=0,b=0, entonces se tiene una ecuacion cuadratica incompleta
delaforma ax’+¢ = 0.Paraestecaso ¢ <0, puesdelo contrario se tendrian raices imaginarias.

Ejemplo:

Obtén las raices de la ecuacion

X=9=0
Utilizando a*— 5> =(a+b)(a—b) (x+3)(x—3)=0
Igualando con cero cada uno de los factores x+3=0 x—3=0

Despejando de ambos factores, se obtienen las Primera solucion: x = =3

dos soluciones de la ecuacion Segunda solucién: x =3
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Resolver la ecuacion
3x°=9=0

Ejercicio
Madulo 3

Resultado:
Primera solucion: X, = \/E

Segundasolucion: x, =— \/E

2.2. Trinomio cuadrado perfecto

Si se tiene una expresion de la forma ax” + bx + ¢ = 0

El procedimiento de completar cuadrados consiste en cambiar una expresion de la forma
2
x>+ bx aotradadacomo (x+4) .

b 2
Lo cual se realiza sumando (7> de la siguiente manera:

eme(5) - (50 3]
x+bx+<2 —x+2

Decimos que se suma el cuadrado de la mitad del coeficiente de x a la expresion dada.

Ejemplo:
Resuelve la ecuacion x° + 3x + 2 = 0, completando el trinomio cuadrado perfecto.

Transponiendo el término independiente al

2 = —
segundo miembro, tenemos XoH3x=—2
2
Sumando (%) a los dos miembros de la LI (%)2 _ <%>2 —5
igualdad, para completar el trinomio
2
(x+3) - 3=
Completando el trinomio cuadrado v ]
(23 -4
Obteniendo raiz cuadrada en ambos < N 3 )2 _. /L
miembros de la igualdad T2 TEV 4
- | 3.1 3.1
Se obtienen las expresiones xtoy =45 x=-5%5
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Despejando a la variable se tiene

Se obtienen las dos soluciones de la Primera solucion: x = —1

ecuacion Segundasolucion: x = =2

Resuelve la ecuacion x* —x — 6 = 0 completando el trinomio cuadrado perfecto.

Ejercicio
Modulo 3
Resultado:
Primera solucién: x =3
Segunda solucion: x = -2
Basado eﬁ Ejemplo: ., 2 . .
competencias Resuelve la ecuacion 2x” — 4x —6 = 0, completando el trinomio cuadrado perfecto.
2
Dividiendo a la ecuacion por el coeficiente de x? 2% — ‘;_—x — % = %
Se obtiene una ecuacion en la forma Y=2x—3=0
Transponiendo el término independiente al segundo 253
miembro tenemos X &
D) . . 2 2 2 2
Sumando (%) a los dos miembros de la igualdad X —2x+ (3) = <7> +3

=+ (1) =(1)+3

Completando el trinomio cuadrado (x—1)=1+3
(x—1)=4

Optemendo raiz cuadrada en ambos miembros de m - ﬁ

la igualdad

Se obtiene la expresion x—1=4+2

Despejando a la variable x se tiene x=1=%2

Primerasolucion: x =3
Se obtienen las dos soluciones de la ecuacion

Segundasolucion: x = —1
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Resuelve la ecuacion 2x” +2x — 12 = 0 completando el trinomio cuadrado perfecto.

Resultado:
Primera soluciéon: x =2

Segunda solucion: x =-3

2.3. Método de formula general

Partiendo de la ecuacién cuadratica ax’+bx+c =0, la deduccién de la férmula general se

obtiene con el siguiente procedimiento, completando un trinomio cuadrado perfecto

Dividiendo la ecuacion entre a para que el
coeficiente de x? sea 1 tenemos

b c
x2+—x+;=0

Transponiendo el término independiente

Completando el cuadrado para x° +%x , sumando
el cuadrado de la mitad del coeficiente de x en
ambos miembros de la igualdad

Se puede entonces escribir como

2a 4a°
2 —
Si b* —4dac = 0, entonces x + 2L =+ b ?ac
a 4a
i b b’ — dac
Despejando a x x=-o + y”
+ = 2
La expresion 4/ % se puede ver como i@
a
— + 2 J—
Por lo que ¥ = %\/74“

La expresion b? — 4ac, que esta dentro del radical, se denomina discriminante de la ecuacion
cuadratica y de acuerdo a su valor es posible determinar la naturaleza de sus raices, esto es:

Si b*—4ac > 0, la ecuacion tiene dos raices reales diferentes.

Si b —4ac < 0, la ecuacion tiene raices imaginarias.

Si b —4ac = 0, la ecuacion tiene dos raices reales e iguales.
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Ejemplo:

Resuelve la siguiente ecuacion por formula general.
2

x +3x+2=0

a=1
|dentificando los coeficientes b=3
c=2

_3+/(3)—4(1)(2)

Sustituyendo en la férmula general x 2(1)
—3+v9—8
re 2
Realizando operaciones
g _ 3+ /1 _ 3+
T2 T2
—3+1
n=Tn
Despejando la variable x 3
n=T

Primera solucion: x = —1
Por lo que las soluciones son

Segundasoluciéon: x = —2

Basado en

competencias

Resuelve la siguiente ecuacion por formula general.

Y —4x—5=0
Ejercicio
Médulo 3
Resultado:
x=-1
x=5
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Ejemplo:
Resuelve la siguiente ecuacién por férmula general 4x* —7x—2 = 0.

a=4
Identificando los coeficientes b=-7

c=-2
Sustituyendo en la formula general L= —(=71) /(=77 —4(4)(-2)

2(4)
_ 7+4/49 +32

X

8

Realizando operaciones - 7 +4/81
8
_7%9

Y78
. s 7+9
Primera solucion: x = ]
Despejando la variable x 79

Segunda solucion: x = .

Primera solucion: x =2
Por lo que las soluciones son

Segundasolucion: x = —%

. s s 2
Resuelve la ecuacion por formula general (x + 8) =—x"—5x+9.

Ejercicio
Médulo 3

Resultado:
x=-5

_ 11
*TT
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3. Representacion grafica de una ecuacion cuadratica

Toda ecuacion de segundo grado en una variable representa una parabola
cuyo eje es paralelo al eje y.

Las soluciones de la ecuacion cuadratica representan graficamente los
puntos donde la parabola corta al gje x.

Ejemplo:
Representa graficamente las ecuaciones dadas e indica el valor de sus raices:

a x —6x+9=0

X y = X' —6x+9
-1 16
0 9
1 4
2 1
3 0
4 1
5 4
L 6 9
Basado en
competencias
y

(@)}
T
~——

~

_—
~—

Uiy

Ly
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En esta ecuacion la parabola toca al eje x en el valor 3, lo cual significa que las soluciones de
la ecuacion cuadratica que la generaron son x = 3 (dos raices reales e iguales).

2
ax —x—6=0

X y=x’-x—-6
-3 6
) 0
-1 -4
0 -6
1 -6
2 -4
3 0
4 6

=)

-1

En este caso las raices cortan al eje x en 3y en -2, lo cual significa que son las dos soluciones
de la ecuacion cuadratica (dos raices reales diferentes).
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Obtén el valor de las raices de la ecuacién y =x*>—4x —5 por el método gréfico.

Ejercicio y
Médulo 3

=1

=2

Basado en
competencias

3

U

Resultado:
x=5

x=-1
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4. Desigualdad cuadratica

Las propiedades de las desigualdades se abordaron en el médulo 2 de este libro de texto.

En la asignatura de Célculo Diferencial estudiaras el tema de funciones, en el que se incluyen
dos conceptos muy importantes: dominio y rango. Por ejemplo:  f(x) = 4/3x-4 sera la
solucion de la desigualdad 3x —4 > 0. Después de ver este mddulo, podras resolver este tipo
de desigualdades.

En las matematicas una desigualdad sefiala que un ndmero real es mayor 0 menor a otro.
Dados los nimeros reales a y b decimos que a €s menor que b si, en la recta numérica, a
queda a la izquierda de b.

La figura anterior se expresa a < b. el simbolo < se lee “es menor que”. Otra forma de expresar
este concepto es b > a. el simbolo > se lee “es mayor que”.

Si los signos de dos desigualdades apuntan hacia la misma direccion se dice que son del
mismo sentido. Si los signos apuntan en direcciones contrarias son de sentido opuesto.

Una desigualdad incluye dos expresiones algebraicas o numéricas relacionadas con alguno de
los simbolos: <, >, <, =.

4.1 Solucion y representacion grafica de una desigualdad
cuadratica

Ejemplo:
xX-x-6<0

Para obtener las raices de esta desigualdad, el primer miembro se iguala a cero y se obtienen
las raices:

X=-x—-6=0
Por medio de un proceso de factorizacion se tiene:

(x+2)(x-3)=0

Igualando a cero cada factor y despejando a x se tienen las raices:

x+2=0
x=-2

x—3=0
x=3

Ahora debemos comprobar si las dos raices son parte de la soluciéon de la desigualdad. Para
ello, sustituiremos en la desigualdad las raices. Si la desigualdad se cumple, el valor que
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sustituimos forma parte de la solucion y por ende si la desigualdad no se cumple, el valor no
formara parte de la solucion.

xX—x—-6<0
Parax=-2
(-2)*-(-2)-6<0
4+2-6<0
0<0
Para x =-3

3)*-3)-6<0
9-9<0
0<0

Por lo tanto, los niUmeros -2 y 3 quedan excluidos de la solucién, pero dividen la recta numérica
en tres regiones.
| |
| |

|
2 0 3

Ahora hay que probar en cada una de ellas:

Para la region x < -2

Basado en
competencias Seax=-3

Sustituimos en
xX’—x-6<0
(-3)2= (=3) -6 <0
9+3-6<0
6<0

Para la region x < — 2 no hay solucion.
Para la region -2 < x < 3
Seax=0
Sustituimos en
xX*-x-6<0
02=(0)-6<0
0+0-6<0
-6<0
Para la region -2 < x < 3 los valores de x en el intervalo de -2 a 3, si son parte de la solucion.
Para la region x > 3
Seax=35
Sustituimos en

x’-x-6<0
5)P-5)-6<0
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25-5-6<0
14 <0
Para la region x < 3 no hay solucion.
La solucion estd en -2 < x < 3.
Graficamente se expresa asi:
© O
-2 0 3

En algunas regiones no hay solucién debido a que la desigualdad no se cumple. Por ejemplo,
6 < 0 es falso; por lo tanto, no se cumple la desigualdad.

La comprobacion se hace mentalmente asignado a la variable x, en la desigualdad inicial,
cualquier valor mayor a— 2 y menor a 3.

Resuelve las siguientes desigualdades.
a) 2x*—-x>1

b) x2-6x>7 Ejercicio

d 5x*+10<0

5. Valor absoluto
Las propiedades del valor absoluto se abordaron en el mddulo 2 de este libro de texto.

Ejemplo:
|x*-15|=2

La desigualdad se satisface si se cumple x>’—15 =2y x*-15=-2

xX2-15=2

x2=2+15
x:i\/ﬁ

xX2=15=-2
xX*=-2+15
x:i\/ﬁ

Tomamos los signos positivos de las raices porque al obtener el cuadrado de una raiz negativa
su resultado es positivo.

Comprobacion:

Con x=v17
|x*—15]=]|(/17%)—15|=| 17— 15| =] 2|=2

Con x=y/13

| x> —15|=(V13%)—15]|=| 13- 15| =| 2| =2
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Ejemplo:
2x2-x<-5x+ 16
2x2-x+5x <16
2x*+ 4x < 16 Dividimos entre 2
xX2+2x<8

Para que el primer miembro sea un cuadrado perfecto, sumamos a cada miembro el cuadrado
de la mitad del coeficiente de x, que es 1:

X+2x+1<8+1
(x+1)2<9
x=1<,9

x+1]<3

Resolvemos esta Ultima desigualdad aplicando las propiedades del valor absoluto.
La desigualdad |x + 1| = 3 es equivalente a las desigualdades:

x+1=<3 y x+1=-3

x+1=<3 x=<3-1

x<?2 x=—-4

Basado en
competencias

Los valores que satisfacen la desigualdad son: x <2 o0 x=>-4

Gréficamente:

6. Problemas de aplicacion

Ejemplos:
Resuelve las siguientes situaciones problema.

a) ¢Cual es el numero natural cuyo cuadrado mas su triple es igual a 407?
Solucion:

Si x es el nimero, el cuadrado més su triple es x”+ 3x ; por lo tanto, la expresién que representa
el problema es:

x*+3x =40

Si igualamos a cero:
x*+3x—40 =0
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Factorizando la expresion (dos nimeros cuyo producto es — 40 y que al restarse dan 3 son 8 y 5):
(x+8)(x—5)=0

Igualando a cero los factores y despejando la variable se obtiene:
(x+8)=0 (x—5)=0
x =-8 x=5

Como -8 no es nlmero natural, la solucion es 5.

b) Obtener la base y la altura de un rectangulo cuya superficie es de 14 m? y el perimetro es
de 18 m.

Solucion:
Si x es la longitud de la base, el perimetro es dos veces la altura mas la base y vale 18 la altura,
se puede representar como 9 — x . Por lo tanto, la expresion que representa el problema es:

x(9-x)=14

Si se efectuan las operaciones se obtiene:
-’ +9x = 14

Siligualamos a cero y multiplicamos toda la expresion por —1:
X =9 +14=0

Factorizando la expresion (dos nimeros cuyo producto es 14 y que al sumarse dan -9 son -7y —2):

(x—=7)x—-2)=0

Igualando a cero los factores y despejando la variable se obtiene:
x—7=0 x—2=0
x =17 x=2

Sila longitud de la base es 7m la longitud de alturaes 9 —x =2m. Y viceversa si la longitud de
la base es 2m la longitud de altura es 9 —2 =7m. Que representa el mismo rectangulo.

7 cm

2cm

c) Lalongitud de una sala excede a su ancho en 4m. Si cada dimension se aumenta en 4m
el area sera doble. Obtén las dimensiones de la sala

Solucion:

A, X
Az x+4

x+4
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De las figuras se observa que:
Ay = x(x + 4)

Ay =(x+8)(x+4)

Como 4, =24,

Entonces:

(x+8)(x+4): 2x(x+4)

Desarrollando se tiene:

x>+ dx + 8x +32 = 2x” + 8

Agrupando, simplificando y ordenando:
X' —4x—32=0

Resolviendo la ecuacion por factorizacion:
3 (x+4)(x—8)=0

x+4=0 x=-4 (Sedescarta por ser negativa)

Basado en
competencias x—8=0 x=8

Por lo tanto, las dimensiones de lasalason: x=8m y x+4 =12m

d) Angel es dos afios mayor que Benito y la suma de los cuadrados de sus edades es 130.
Obtén ambas edades.

Solucion: )
Considerando que x representa la edad de Angel, x — 2 es la edad de Benito.

De acuerdo al enunciado, se tiene:
+(x—2) =130

Desarrollando simplificando y ordenando:
2
X —2x—63 =0

Por lo que factorizando se tiene:
(x=9)x+7)=0

De donde:
x—9=0 x=9
x+7=0 x=-7 (Se descarta, dado que no hay edades negativas)

Por lo tanto: edad de Angel es 9 afios y edad de Benito es 7 afios.
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Ejercicios adicionales:

Resuelve las siguientes ecuaciones por factorizacion.
a) (x—22+2=x

b) 2x*+6x-56=0

Cc) 4x*+ 16x+15=0

d 13x>-5x=0

e) 5y*-30y=0

) 16x2-25=0

9) 120z*2-500z=0

Resuelve las siguientes ecuaciones por el método de completar el trinomio cuadrado.

h) 3x>-5x+2=0
) x(x+25)=5x+21
) x*+8x-48=0

kKl x>*-6x+8=0

Resuelve las siguientes ecuaciones empleando la formula general.

) xX+11x+24=0
m) 3x2—4x—-1=0

n m?+6w+l=0
) 2x—3 x—3
G 3x+2 7 x+1

Resuelve las siguientes ecuaciones empleando el método gréfico.
p x’—1lx+30=0
Q W’—dx+1=0

N X’ +6x+9=0

Resuelve las siguientes situaciones problema. Escribe la expresion que plantea el problema.

s) ¢Cual es el nUmero negativo cuyo cuadrado mas el doble de su consecutivo es 57
t)  Hallar dos numeros impares consecutivos tales que su producto sea 143.

, . 11
u) Hallar dos numeros sabiendo que su suma es 3 ysu producto es 2.

v) Hallar las longitudes de un rectangulo cuya superficie es de 154 m?. Si el largo supera al
ancho en 15 m.
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w) Unaempresa paga por salarios $120 000 entre varios obreros que cobran el mismo sueldo.
Si los obreros fuesen dos mas, cada uno recibiria $2 000 menos. ¢,Cual es el nimero de
obreros?

Resultado:

J) .X'1=4; X, =—12

Basado en k) x1=2; x»=4
competencias

h x1=—3; x,=-8
m) )C1=1.54; )C2=_0.64
: __1
n Wi=wy = 3
0) x1=6.46; x, =—0.46
p) x1=5 x2=6
1
q xi=1; X2 =7
I’) )61:)62:_3
s (=) +2(x+1)=5, x=-3
) x(x+1)=143; x=11y x=13
11 _ 2
u) x(T—x)—2; x=73y x=3
v) x(x+15)=154; x=22 y x=7
w) (x+2)(%—2000>= 120000; x = 10
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A

Competencias genéricas y atributos'

/\ arco

1. Se conoce y se valora asi mismo, aborda problemas o retos teniendo en cuenta los
objetivos que persigue.

1.1. Enfrenta las dificultades que se le presentan, es consciente de sus valores, fortalezas
y debilidades.

4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la
utilizacion de medios, cédigos y herramientas apropiadas.

4.1. Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linguisticas, matematicas o
graficas.

4.5. Maneja las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TIC) para poder obtener
informacion y expresar ideas.

5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos
establecidos.

5.1. Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como cada
uno de sus pasos, contribuye al alcance de un objetivo.
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5.2. Ordena informacién de acuerdo a categorias, jerarquias y relaciones.
5.6. Utiliza las TIC para procesar € interpretar informacion.
8. Participa y colabora de una manera efectiva en equipos diversos.

8.1. Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar un proyecto en equipo,
definiendo un curso de accién con pasos especificos.

8.2. Aporta puntos de vista con apertura y considera los de otras personas de manera
reflexiva.

Competencias disciplinares basicas y extendidas

1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion de procedimientos
aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales, para la comprension y andlisis de
situaciones reales, hipotéticas o formales.

2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos y los
contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.

4. Argumenta la solucién obtenida de un problema, con métodos numéricos, graficos,
analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las
tecnologias de la informacion y comunicacion.

Introduccion

Para algunas aplicaciones de la vida real y otras areas de las matematicas, asi como en la fisica
0 economia, uno de los conceptos mas importantes es el de funcion, en la medida de que
se puede aplicar en numerosas situaciones de la vida cotidiana. Asi, pueden utilizarse para
determinar las relaciones que existen entre magnitudes o para calcular su valor en funcion de
otras que son interdependientes.

Cabe senalar que, desde hace afnos, la ciencia permitid observar la relaciéon compartida
entre ciertos fendémenos. Por ejemplo, el volumen de un gas a temperatura constante esta
relacionado con la presion; la fuerza de atraccion entre dos cuerpos depende de su masay la
distancia que les separa; el capital final de una inversion se emparenta con el capital invertido
y el tiempo que dure esa inversion, etc.

Estas aplicaciones seran Utiles para el docente y para el alumno en el momento de tratar las
diferentes funciones.
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Algebra: Funciones

1. Funciones

Para poder definir una funcion es necesario conocer los conceptos de relacion, conjunto y
producto cartesiano.

Relacion
Una relacion es cualquier subconjunto del producto cartesiano A x B.

Ejemplo:

Samuel es padre de Irma (Samuel, Irma).

Del ejemplo anterior, se puede decir matematicamente
S -1

Por lo tanto, se define que una relacion matematica, es la regla de correspondencia que hay

entre todos o algunos elementos de un primer conjunto con uno 0 Mas elementos de un
segundo conjunto.

También una relacion es cualquier subconjunto del producto cartesiano 4 x B (ver mas adelante).

Ejemplos:
e El costo del alquiler diario de un coche esta asociado con el nimero de kildmetros
recorridos.

e Laaltura que alcanza una pelota de golf esta asociada con la fuerza con la que fue golpeada.
e Elnombre de un poligono esta asociado con el nimero de sus lados.

Ejemplo:

Escribe el conjunto de parejas
ordenadas que se forman
entre los elementos de los
conjuntos Ay B que se
muestran en la figura 1.

Figura 1
Fuente: http:/matematica.laguia2000.com/general/ aplicaciones
matematicas.

~

Solucion:

La relacion R, se escribe como el conjunto de parejas ordenadas entre los elementos del
conjunto A de figuras geométricas relacionadas con los elementos del conjunto B que indican
el nUmero de lados de cada figura, de la siguiente forma:

R, = {(tridngulo isésceles, 3), (tridngulo equilatero, 3), (cuadrildtero, 4), (cuadrado, 4),
(pentdgono, 5), (heptdgono, 7)}.
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Observa que algunos elementos del conjunto B no tienen figura correspondiente en el conjunto
A, por lo que no se incluyen en la relacion R,.

De la figura 2: A B
Ejercicio EI |:|
Médulo 4 IZI
Escribe las parejas que
cumplen con la relacion R, T
a < b entre los conjuntos
AYB.
A menor que B
Escribe las parejas que RELACION
cumplen con la relacion R,
b es el doble de a. A B
Basado en A mitad Qe B
competencias FUNCION
Figura 2
Fuente: http://www.escolar.com/matem/O2relac.htm.
Ejemplo:
Para la siguiente relacion R,, escribe ¢,cuél es la correspondencia entre los elementos de los dos
conjuntos? y ¢.cuales son los conjuntos que relaciona?
R.={(1,1),(2,4),(3,9), (4,16), (5,25), (6,36) }
Solucion:
Los conjuntos son:
A={1,2,3,4,56}
B=11,4,9,16, 25,36}
La relacion R, corresponde a "b es el cuadrado de a".
Dada la relacion R,, escribe ¢,cual es la correspondencia entre los elementos de los dos conjuntos?
y escribe los elementos de cada conjunto:
Rs={(-2,-6), (-1,-3), (0,0), (1,3), (2,6). (3,9)}
Ejercicio
Modulo 4
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. atematicas, especificamente
1.1 Producto cartesiano

Lanocion de producto cartesiano se emplea en el ambito de las matematicas, especificamente
en el campo del algebra. El producto cartesiano revela una relacion de orden entre dos
conjuntos, constituyéndose como un tercer conjunto.

Dados dos conjuntos A y B, el producto cartesiano A x B, que se lee “A
cruz B”, se define como el conjunto de parejas ordenadas (a, b) tales que
a€ A, be B y que en notacion de conjuntos se escribe como:

AxB={(a,b)|acA y beB}

Ejemplo:
Dados los siguientes conjuntos: A =45, 14,15,20}; B={5,6,8,12,15} y C={-2,-1,0,1,2,3}.
Obtén los productos cartesianos A x B, C x B

Solucion:
Para el producto cartesiano A X B = {(a, b) lae A, be B} formamos las parejas con los
primeros elementos de A y 10s segundos elementos de B.

AxB={(5,5),(56),(538),(5,12), (5.15),
(14,5), (14,6), (14,8), (14,12), (5,15),
(15,5), (15.6), (15,8), (15,12), (15,15),
(20,5), (20,6), (20,8), (20,12), (20,15)}

Para el producto cartesiano C X B = {(c b) lceC, be B} formamos las parejas con los
primeros elementos de C'y los segundos elementos de B, donde B = {5,6,8,10}.

xB={(€,5),(-2,6),(-2,8),(-2,10),

(-1,5),(-1,6), (-1,8), (-1,10)
(0,5),(0,6),(0,8),(0,10),
(1,5),(1,6),(1,8),(1,10),

(2,5),(2,6),(2.8),(2.,10)

)

(3,5),(3,6),(3,8),(3,10)}

>

2. Definicion de funcion

En la actualidad, el concepto de funcidn se define como: sean Ay B conjuntos,
se llama funcién entre A y B, a cualquier relacion establecida entre los elementos
de Ay B, de tal modo que a cada elemento de A le corresponde un Unico
elemento de B.

En una funcién, al conjunto A se le lama dominio y al conjunto B se le llama rango o contradominio
y la funciéon se simboaliza:
f: A—By se lee “funcion de A en B”.
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Sean Ay B dos conjuntos, una funcion de A en B, es una regla que indica que cada elemento
de A asocia un Unico elemento de B.

Para esto analicemos lo siguiente:

Cuando un simbolo puede tomar diferentes valores se le llama variable. Por ejemplo: e puede
significar la edad de una persona, d la distancia recorrida por un atleta en entrenamiento, ¢ el
tiempo transcurrido en un evento, y la altura alcanzada por una pelota de béisbol, x la medida
horizontal de una figura geométrica. Estos pueden tomar diferentes valores, a los que se les
llama dominio de la variable.

Ejemplo: del dominio de las variables anteriores:

e=1{5,14,15,20,35} afios; d = {5, 8, 12, 15,25} km; r = {0, 2, 5, 10, 60, 120} seg; y = {10,
30, 50, 85, altura maxima} metros; x = {5, 8, 12, 25,33} cm.

Cada valor de la variable representa una constante = 0, 2, 5 0 10, es decir, su valor es fijo.

Regla y = f(x)

Basado en
competencias

Dominio Contradominio

2.1 Regla de correspondencia

Regla de correspondencia: es la expresion algebraica que representa
la relacion entre las variables independiente y dependiente.

Ejemplo:
En la siguiente tabla se muestra la regla de correspondencia de los enunciados indicados en
la primer columna.
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, Regla de
Enunciado correspondencia

El doble de una cantidad x f(x)=2x
El volumen V de un cubo cuyo lado es x V(ix)=x'
La velocidad v de un cuerpo en caida libre como funcion del ( ) _
. wWte)=gt
tiempo ¢ (g es la gravedad)
El volumen V de un cono en funcion de su radio r y su altura V( r ) = %mz h

Escribe la regla de correspondencia de los enunciados indicados en la primer columna.

Enunciado Regla de correspondencia Expresion algebraica Ejercicio
Maodulo 4

El triple de una cantidad x incrementado en 2 unidades

El volumen V de un cilindro en funcién del radio r y su
altura h

2.2 Funciones reales de variable real

Si los conjuntos A y B son subconjuntos de los nimeros reales (R ), entonces se establecen
funciones reales de variable real y se dice que son conjuntos de parejas ordenadas de nimeros
(x, y), tales que para cualquiera de las dos parejas ordenadas distintas no tienen el mismo
primer nUmMero x.

En notaciéon de conjuntos se escribe asf:

F={(xy)l y=£fx) con xe Dominio (f)y y € Rango(f)}

Ejemplos de funciones de uso frecuente:

Fi={(xy)|y=2, xeR} Funcion constante
Fo={(x,y)|y=x xeR} Funcion idéntica o identidad
Fs={(xy)|y=x" xeR} Funcién cuadrada o cuadratica
Fy= {(x y)|y= % , x# 0} Funcion reciproca

2.3 Notacion de funcion

Si en una funcién al dominio se le llama conjunto A y al contradominio se le llama conjunto B,
entonces la funcion se simboliza: f: A =By se lee funcién de A en B.
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Un elemento cualquiera del dominio se representa con la letra x (variable independiente). Un
elemento cualquiera del contradominio se representa con la letra y (variable dependiente o
funcion). El elemento y de B correspondiente a un elemento x de A recibe el nombre de imagen
de éste.

El elemento y de B que es imagen de un elemento x de A se simboliza como: y =f(x), que

se lee “y es imagen de x segun la funcion f’, o simplemente “y igual a f de x”. Dado
que y =f (x), el par ordenado (x, y) se puede expresar de la siguiente forma: (x, y) = (x, f (x)).

3. Clasificacion de funciones

Las funciones reales de variable real se pueden clasificar, segun la forma de su regla de
correspondencia en dos grandes grupos:

¢ Algebraicas

* Trascendentes

3.1. Funciones algebraicas

A este tipo de funciones corresponden las ecuaciones polindmicas y en
ellas se pueden efectuar operaciones en las que interviene la variable
independiente, como la adicion, la sustraccion, la multiplicacion, la
division, la potenciacion y la radicacion.

Ejemplo: =3 (x—2)
y=x+5 y=x—3; y=6x—1 y= YT V= 16 —x°

Podemos decir que dentro de las funciones algebraicas se encuentran:

¢ Funciones constantes: definidas por una constante, no interviene la variable independiente
y=[f(x)=k

y=4

¢ Funciones lineales: son funciones polinémicas de primer grado, la representacion de este
tipo de funciones es una recta.

y=mx+Db

y=8x+5

¢ Funciones cuadraticas: son funciones polinémicas de segundo grado. Su representacion
es una parabola.

y=ax*+bx+c
y=x*+4x+3

® Funciones racionales: son aquellas que se expresan mediante el cociente de polinomios.

_ x+3
Y=o —1
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¢ Funciones radicales o irracionales: vienen dadas por la raiz de una expresion polindmica.
y=4x—35

3.2. Funciones trascendentes

Cuando la variable independiente x forma parte del exponente o de la base
de unlogaritmo, o simplemente se ve afectada por una funcién —como puede
ser en la trigonometria—, entonces hablamos de funciones trascendentes.

Por ejemplo:

y=senx;y=cos 2x;y = tan x; y= log x; y=In x; y= 2%, y=¢".

Nota: algunas de ellas se observan en las teclas de una calculadora cientifica.

Son funciones de este tipo:

Funcién exponencial: como su nombre indica, es una funcién en la que la variable
independiente se encuentra en el exponente y cuya base es un nimero real. Por tanto,
recibe el nombre de funcion exponencial de base a y exponente x.

Funcién logaritmica: la inversa de la funcién exponencial recibe el nombre de funciéon
logaritmica. Por tanto, devuelve el numero al que tendriamos que elevar la base b para
obtener nuestra variable independiente. En este caso la variable independiente nos da el
valor de la funcién exponencial.

y=log,x

y=log x

Funciones trigonométricas: se obtienen cuando ampliamos el concepto de razones
trigonométricas a los numeros reales. Por lo que hay el mismo numero de funciones

trigonométricas que de razones trigonométricas: y = sen x, y = cos x,
y=tanx,y = cotx,y = sec X,y = CSC X.

En la siguiente imagen se muestra la clasificacion anterior con un ejemplo:

Funciones

r-Constante: y=4

— Lineal: y=x — 7
Polinominales Cuadratica: y = x>+ 7x + 12

Cubica: y=x> — x+2

~ <
Racional
-

LNO polinominales:

n grado

r-Algebraicas <

LNO racionales: y = V9 — x?

Trigonométricas: y = sen (2x)

Logaritmicas: y = log,x

\_ Irascendentes y = sen (2x)
Exponenciales: y = 3*
Otras: y = |x
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Las funciones también pueden clasificarse como explicitas o implicitas.

Funciones explicitas: son aquellas en donde su regla de correspondencia una de
las variables esta despejada en funcion de la otra; es decir, tiene la forma y = f (x)

Ejemplo:

_ — 2. ~2x—-5 1
y=y25—x"; y= 3 ,y—x,e’[C.

Funciones implicitas: son aquellas en donde su regla de correspondencia ninguna
de las variables esta despejada en funcion de la otra; es decir, tiene la forma

f(X,)’) = 0.

Ejemplo:
x*+y’ =252x+3y+6=0;xy =2, etc.
Ejemplo:

Clasifica la funcion Fi={(x,y)|y=x"—x+3}

Solucion:
La funcion es algebraica, racional, polinomial, cuadratica y explicita.

Basado en
competencias

Clasifica las siguientes funciones segun la forma de su regla de correspondencia.

1)f(x)=x3+2x+1

Ejercicio
Vioduio 4 2) £(x) 9sinx

3) f(x) =(x3—7xz+2)2

4 f(x)=a™"

5) f(x)=tan’(4x)

6) f(x)=x
()= F
8) f(x)=9x"
9 f(x)=x"
10) £(x) = 9x%
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4. Dominio y rango de una funcion

El dominio es el conjunto de valores que se le pueden asignar a la variable
independiente de una funcion.

Por ejemplo: la funcion f ( x) = % queda definida en el campo de todos los nimeros reales
excepto x =0.

El rango es el conjunto de nimeros reales que puede asumir la funcion f(x)
conforme la variable independiente x toma valores en todo su dominio. Se le
conoce también como la imagen de x bajo f .

. . | . o 1
Por ejemplo, en la funcion f ( x) = Sise despeja x la expresion que resultaes x = “(x)

y se observa que el rango también acepta todos los valores reales, pero f (x) tiene que ser
diferente de cero. En general, para definir una funcién racional debe evitarse que el denominador
de su expresion algebraica valga cero y que una raiz par contenga un valor menor de cero.

Ejemplo:
Resuelve los siguientes ejercicios.

1. Obtén el dominio y el rango de f (x) = 1 — x.

Solucion:
Dominio: al analizar la expresion algebraica se concluye que x puede tomar todos los valores

de la recta numérica sin ninguna restriccion, por tanto su dominio se escribe como— % < x < ©.

Rango: si se despeja x, la expresion va a ser: x = 1 — f(x), la cual indica que f (x) también puede
asumir cualquier valor — o < f(x) < <.

2. Obtén el dominio y el rango de la funcion f (x)= m .

Dominio: la raiz cuadrada permite saber que x tiene que ser menor o igual a uno (x < 1).
Rango: por definicion de funcion y los valores que toma x, el rango f(x) es mayor o igual a cero.
3. Obtén el dominio de f (x)= v/4 —x° .

Dominio: para que la funcién quede definida y la expresion dentro de la raiz no se haga
negativa, observa que la variable independiente debe quedar en el intervalo — 2 < x < 2.

Dadas las funciones mostradas en la tabla siguiente, obtén el dominio y el rango de cada una
de ellas:

Funcién Dominio Ejercicio
Modulo 4
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f@=vx—1

0= 727

3—x°

fx)= 2

El area 4 de un cuadrado de
lado x

4.1 Regla de correspondencia, dominio y rango
Dominio: es el conjunto de objetos a los que la funcion asigna valores.
Rango: es el conjunto de valores obtenidos de la funcion.

Ejemplo:
fx)=x*+1

Dominio Rango o contradominio

Notacion de funcidn: es el que se denomina con la letraf(x), que se lee “fde x”; designa el valor
que “fasigna a x”. Por lo tanto, sif (x) =x>+ 4 donde x=2, x=-5y, x=a+h

F(2)=QP+4=4+4=38
f(5)=(-5?2+4=25+4=29
fla+h)=(@+hP’+4=a>+2ah+h+4

5. Representacion grafica de una funcion

La grafica de una funcidn es la representacion en el plano cartesiano del
conjunto de los puntos (x, y) que constituyen la funciéon como conjunto de
parejas ordenadas, donde el conjunto de las x representa el dominio de la
funcidn y el conjunto de las y representa el rango de la funcion. La expresion
y=f(x) se llama regla de correspondencia.
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Ejemplo:
Construye la grafica de la funcion siguiente.
F ={(x,yly=2x-3,x€ [-2,3]}

Solucion:

Para obtener algunas de las parejas ordenadas que constituyen la funcion, se asignan los
valores enteros en el dominio de la funcién en la regla de correspondencia, registrandolos en
una tabla para facilitar el procedimiento. A este procedimiento se le conoce como tabulacién.

x y=2(x)-3 (x,y)
-2 2(-2)-3=-4-3=-7 (-2,-7)
-1 2(-1)-3=-2-3=-5 (-1,-5)
0 2(0)-3=0-3=-3 (0,-3)
1 2(1)-3=2-3=-1 (1,-1)
2 2(2)-3=4-3=1 (2,1)
3 2(3)-3=6-3=3 (3,3)

Estos puntos se colocan en el plano cartesiano marc

ando con una x su lugar, de acuerdo con

las coordenadas ( x, y ). En seguida se unen estos puntos con una linea continua, debido a
que los valores del dominio son todos los nimeros reales entre =2 y 3.

Grafica de la funcion F, = {(x,y) | y=2x - 3,x€ [-2,3]}

y

V(2T
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Construye la grafica de la funcion:

G={(x,yly=2x+1,xe [-3,3]}

Ejercicio
Médulo 4

Basado en
competencias

Ejemplo:
¢ Como es la forma de la funcion f (x)= x>+ 10?7 Graficala e indica su dominio y rango.

Solucion:
Procedemos a valuar la funcion asignando diferentes valores a la variable independiente x,

digamos los enteros de -3 a 3.

X y=(x)+10 (x,y)
3 (=3)?+10=9+10=19 (-3,19)
) (=22 +10=4+10=14 (-2.14)
-1 (-172+10=1+10=11 (-1,11)
0 (02+10=0+10=10 (0,10)
1 (12+10=1+10=11 (1,11)
) (2)2+10=4+10=14 (2,14)
3 (3+10=9+10=19 (3,19)

Estos puntos se marcan en el plano cartesiano, y se unen con una linea continua.
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L

La funcion tiene forma de curva abierta, llamada parabola. Se extiende indefinidamente de tal
manera que su dominio es x € (=%, +©) y surango y € [10, +»).

¢, Como es la forma de la funcion f (x)= x*— 157 Graficala e indica su dominio y rango.

Ejercicio
Médulo 4
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Ejemplo:

¢, Como es la forma de la funcion R = {(x, y)ly =%, x # 03}7? Graficala e indica su dominio y

rango.

Solucion:

Para construir la gréafica asignaremos varios valores a la funcion tabulando:

1
x V=L (x,y)
3 y=_%=—0 33 (-3,-033)
) y=—5=-05 (=2,-05)
1
-1 y=—=-10 (-1,-1)
1
-0.5 y="0p5="20 (-05,-2)
0 y =%=N0 existe No hay punto
1
1 y=T=1.0 (1,1)
1
2 y=5=05 (2,0.5)
1
3 y=5=033 (3,033)
5 y=%=0.20 (5,0.20)

La grafica se separa, no es continua.

0.17.6)

(-3,-033)

Su dominioes: x € (-%,0) U (0,+%) ysurango:y € (-,0) U (0, +x).
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¢ Coémo es la forma de la funcion R = {(x, y) | y =
y rango.

1% 1 }? Graficala e indica su dominio

Ejercicio
Médulo 4

Grafica y = ﬁ, x#1

0
= = =4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

W =1/ <x_1)\

Dominio: x # 1 y Rango: y # 0.
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Ejemplo:
Resuelve el siguiente problema.

En un examen, Enrique no supo contestar cudl era la forma de la grafica que correspondia con
la ecuacion x?+ y*=49. ; Puedes ayudarle?

Solucion:
Para construir la grafica es conveniente primero despejar la variable y de la ecuacion en la
siguiente forma:

xX*+y*=49

Restando x? en ambos miembros:
X=x2 4+ y?=49 - x*
y2=49 — x?
Obteniendo la raiz cuadrada en ambos miembros:
\/? = /49-x7
y= /49 -x°

Tabulando para algunos valores de x;

En este caso se toma en cuenta la raiz cuadrada negativa y posttiva de la tabulacion.

X y=+4/49 —x° (x,y)
-7 y=+y49—(-7)* =/49-49 =0 (-7,0)
-6 y==+ /49— (—6)>=/49-36 = + 36 (-6, ¥3.6)
-5 y=+ /49— (=5)> = /4925 =+ 49 (=5, F49)
-3 y=+ /49— (-3) =/49-9 =+ 63 (-3, 63)
-1 y=+ /49— (-1)2 =491 =+ 69 (-1, %69)
0 y=+ /49— (0)>=1/49-0=+ 70 (0, %7)
1 y=+ J49-(1)’ =/49-1=2 69 (1,%69)
3 y=+/49-(3)=/49-9 =+ 63 (3,%63)
5 y=+ /49— (57 =y/49-25 = + 49 (5,%49)
6 y=1+ /49— (6)>=/49-36 =+ 0 (6, ¥3.6)
7 y=+ /49— (7)> =/49-49 =0 (7,0)

La gréfica resulta una relacion, no una funcién, dado que existen pares ordenados que tienen
el mismo primer elemento x.
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©.7)

(7,0)

©.-7)

Sudominioes: x € [-7,7],yelrango: y € [-7,7].

Resuelve el siguiente ejercicio.
¢ Cual es la forma de la grafica que corresponde a la ecuacion x* + y? = 497

Ejercicio
Médulo 4
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La forma de esta relacion no es | Gréfica de x> + y* = 49
una funcién, ya que x?+y?=49
es la ecuacion que representa a »
una hipérbola.

Dominio: x (-, -71U[ 7, ), y Rango: y € R.

Formas de representar una funcion
Existen cuatro formas para describir o definir una funcion: verbal, algebraica, numérica y grafica.

Basado en Ejempilo, si se representa la funciéon del volumen de un cubo de lado x, tenemos:

competencias
Verbal El volumen de un cubo de lado x
Algebraica Vix)=x
Nurmér X 0 1 15 2
meéri
urmerica V() 0 1 3375
y
8
7
6
5
Grafica )
3
2
1
V(x)=x’
3 4 2 s 0 2 7 3 FaR
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Ejercicios adicionales

Grafica las siguientes funciones y obtén su dominio y rango:

—

© o N o o > W N

N DN .14 a4 4 a4 g
n = O O 0o N O o »~ w N =+ O

K={(@xy)|y=4,xe[-5,5]}
L={(x,y) |y==3,x€[-6,6]}
T={(x,y) |y=4x,x€[0,10]}
W={(x,y) |y=-4x,x€[0,10]}
K={(ry) |y=7 x.x€ [~ 6,101}
0=1{ry) ly=-% x.xe 6,10}
F={(x,y) |y=x+12,x€ [-3,3]}
G={(xy) |y=5+8,x€[-2,3]}
H={(x,y) |y=F+6,xe [-2,3]}

I={(x,y) | y=2x-5.x€ [~ 4,4]}
J={(x.y) | y=2(x+1),x€ [-4,4]}
CK={(x,y) | y=2(-5),x€ [-2,4]}
L={(xy) | y=—-3x+12}

.M ={(x,y) | y=5x-20}

N={(x,y) | y=—x"+20}

N={(xy | y=x-10}

LO0={(x,y) | y=x-8}

CP={(x.y) | y=—x —x*—6x,xE [-4,4]}
.0={(x.y) | y=x'-9x,x€ [-4, 4]}
CR={(x.y) | y=x*-50,x€ [4,4]}
CS={(x,y) | y=-x'-50,x€ [-4,4]}
=L@y | y=t.x20)

23,

2
U={.y [ y=137 x#-2}

24. f(x)=x*+x-10

25.
26.

gx)= m
h(x)=y/x>—16

27. i ()= /x'—9

28.
290.

[(x)= v/25+x2
p()=+8

30. g (x) = —/9x
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6. Operaciones con funciones

Algebra de funciones: Si f y g son funciones reales de variable real con D, y D, respectivamente,
entonces es posible realizar operaciones numéricas como la adicion f + g, sustraccion f - g, la

multiplicacion f g y la division E con g (x) # 0 las respectivas funciones f (x )y g( x). El
dominio de estas funcionesx € D, N D, esta definido de la siguiente forma:

Sean las funciones F = {(x, y) ly=f(x),x € Df} G=Axyly=g(x),x € Dg}
Para x € D, ND, las operaciones con estas funciones son:
Adicion: F+ G={(x,y) ly=f(x)+g(x)}

Sustraccion: F — G ={(x,y) ly=f(x) — g(x)}

Multiplicacion: FG = {(x, y) l y=f(x)g(x)}

Division: % ={(x,y) |y = %, g(x) 7& 0}

6.1 Suma de funciones

Sean f'y g dos funciones de variable real definidas en un mismo intervalo. Se llama resta de
ambas funciones, y que se representa f-g, a la funcion definida por

F+G={(x,y) |y=f(x)+gx)}

6.2 Resta de funciones

Del mismo modo que se ha definido la suma de funciones, se define la resta de dos funciones
reales de variable real fy g, como la funcion

F-G={(x.y|y=fx-gx}

Para que esto sea posible es necesario que f y g estén definidas en un mismo intervalo.

6.3 Multiplicacion de funciones

Sean f'y g dos funciones reales de variable real, y definidas en un mismo intervalo. Se llama
funcion producto de f'y g a la funcion definida por

F+G={(x,y)|y=fx)gx}
6.4 Division de funciones

Dadas dos funciones reales de variable real, f'y g, y definidas en un mismo intervalo, se llama
funcién cociente de f'y g a la funcion definida por

£ = eyly=L5 w0

Nota: La funcion f7g esta definida en todos los puntos en los que la funcion g no se anula.
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Ejemplos:
Realiza las operaciones F + G, F — G, FG y % para las siguientes funciones

F={x,y)ly=x*-4,x€eR}G={(x,y) ly=x+2,x ER}.

Solucion:
Para este caso D, N D =R por lo tanto se procede a las operaciones.

F+G={(x,y)ly=x>-4+x+2}

F+G={(x,y)ly=x*+x-2,x ER}.

F-G={(xyly=x"-4-(x+2)}

F-G={(x,y)ly=x>-x—6x €R}.

FG={(, )1 (xX*=-4)(x+2)}; y=x+2x*-4x -8

FG={(x,y)ly= ¥*+2x>-4x-8,x ER}

FG={(x,y)ly= X¥+2x*-4x-8,x ER}

F x>—4 x—2)(x+2)
E:{(x,y)Iy: ) ,x # =2}, N parax + -2

sty y=x—2x4-2)

E=tayly=x-2x¢-2)

Resuelve el siguiente ejercicio. I
Realiza las operaciones F + G, F — G, FG y G Para las siguientes funciones.

F={x,yly=x*-9,x€eR}yG={(x,y)ly=x-3,x €R}.
Ejercicio
Mddulo 4

Resultado:
F+G:{(xr}’)/y=x2+x—12} F—G:{(x’y)/y=x2_x_6}

FG ={(xy)y=r' =3¢ =o+21} Bl {(u)y=re3)
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Ejemplo:

Dadas las funciones f (x)=x*— 1 y g (x) = 4x, Realiza las operaciones de funciones F + G,
F-G, FGy % para x = 3.

Solucion:

Seanf(x)=x'-1y g(x)=4x parax=3
Entonces: f(3)=(3)’—1=26y g (3)=4(3) =12
[F+gl3)=f(3)+g(3)=26+12=38
[F-gl3)=f(3)-gB3)=26-12=14
[Fxgl3)=f(3)x g(3)=26x12=312

[f/ gl3)=f(3)/g(3)=26 /12=13/6

Realizar las operaciones F + G, F - G, FG y G Para las siguientes funciones:

F={(x,y)1y=x*-9,x €R}YG={(x,y)ly=x-3,x €R}. Parax=-1,0y2.

\ \*\ Ejercicio
1) Moédulo 4
Basado en
competencias
Resultado:
Resultado de: Para x=—1 Para x=0 Para x=2
F+G -12 -12 -6
F—G -4 -6 -4
FG 32 27 5
V 2 3 5
G
Resuelve los siguientes ejercicios.
1. Dadas las siguientes funciones:
Ejercicio
Mdodulo 4 F0)=-3x+4
g(x)= (x+ 5)*
h(x)=5x-8
i (x)=-Tx?

Realiza las siguientes operaciones de funciones para el valor de x indicado.
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a) [3f+gl)=

b) [2h - 5g1(4)=

C) [2f+ 5g — 4h](-2)=

d) g/ il(-3)=

7. Funcion inversa de una funcion

7.1 Definicion de funcion inversa

Se llama funcidn inversa o reciproca de una funcién f a una nueva funcion cuyo dominio es
la imagen de la funcion inicial, y su imagen es el dominio de la funcién inicial.

Es decir, sila funcion g es la funcion inversa de f, entonces se cumple que si f (b) = a, entonces
fa)=b.

S

VANCY

f(x) es una funcion y f!(x) es su inversa.
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7.2 Obtencion de la funcion inversa de una funcion

Para obtener la inversa de una funcin el dominio y el rango se invierten, por lo que no toda
funch tiene inversa. Para que tenga inversa una funcin debe ser inyectiva, es decir que ni los
elementos del dominio ni del rango se deben repetir en dos parejas ordenadas.

Gr, ficamente una funcidn inyectiva se caracteriza porque para cualquier recta
horizontal trazada sobre la gréfica de la funcion intersecta a esta en un solo punto.

Podemos definir la inversa (F*) de una funcion F de la siguiente manera:
Sea F = {(x y)| y= f( X ),x eDf } una funcioén inyectiva, entonces su inversa denotada por

F* es la funcion tal que:
F={(fx)x)xeDf}

Esto es, los primeros elementos pasan a ser los segundos elementos y los segundos
elementos pasa a ser 10s primeros elementos.

Ejemplo:
Obtén la funcion inversa de la funcion dada por sus parejas ordenadas y grafica ambas en
el mismo plano cartesiano.

F= {(_3’_6)’ (_2’_4)’(_19_2)’ (0’0)’ (1’2)7 (274)}

Solucin:

Invirtiendo el orden de los elementos de las parejas ordenadas:
TenemOS F* :{(—6,—3), ( _4,_2), (_2’_ 1)7 (090)’ (2’1)9 (492)}

Gr, ficamente la funcién F en color azul y su inversa F* en color rojo quedan asi:

I YR
5 (1,2) Fnv=(4,2)
o X
X
7=(0,0) @n
0
-6 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14
(-2,-1) X
4.2) o . 2
(-6,-3) X L=
-4
L]
(=2,-4)

.
(=3,-6)

158



Algebra: Funciones

Obtén la funcion inversa de la funcion dada por sus parejas ordenadas y grafica ambas en el
mismo plano cartesiano.

H={(_6’_8)’ (_47_6)7 (_3’_5)7 (_17_3)’ (0’_2)’ (1’_1)’ (2’0)7 (371)}

Ejercicio
Modulo 4
Solucion:
H*:{(_8’_6)9 (_6a_4)s (_5’_3)9 (_3’_1)3 (_2’0)9 (_171)7 (092)9 (1 93)}
6
4 ,,'l
Hi=(1.3)
X L’
Gi=(0,2) e
2 L’
Fi=(-1,1) ,’/ H=(3, 1)
X e °
Ei=(-2,0) ol G=(2,0)
12 -10 -8 6 -4 2 Lo '2 4 6 8 10
Di=(3,-1) x x4 JF=(1.-1)
| .’ 2 | E=(0,-2)
Ci=(-5,-3) // D=(1.3)
X e .
Bi = (=6, —4) o
« 4
el C=(3.-5)
/, °
Ai=(-8,-6) B =(-4.-6) 6
X L .
A=(-6,-8) s
'/ L]
Ejemplo:

Para la funcion J = {(xy)| y=x—1 } ,para x = 0 obtén suinversa J* y traza ambas gréficas
en el mismo plano cartesiano.

Solucion

Para obtener la inversa de la funcion, en la regla de correspondencia se intercambian y por
Xyxpory:

x =y’ — 1 aunque esta regla de correspondencia tiene la formax = f( y ), es conveniente darle
laformay=f(x), despejando lay.

v x+1 =y;finalmente la funcion inversa se escribe asi
J* = {(x,y)|y =yx+1 },para x € [—l,oo )}

Al graficar ambas funciones en el mismo plano, se tiene:
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Observa que las graficas de la funcion y su inversa son simétricas respecto a la funcion
idéntica y = x.

Ejercicio:
Para la funciéon K = {(x,y)| y = x> =2, parax =0} obtén su inversa K* y traza ambas
graficas en el mismo plano cartesiano.

Solucioén:

K*= {(xy)| y=+vx+2, parax = —2} en color rojo; K en color azul.

Kinv(x) = sqrt (x + 2)

SYEX K(x)=x2-2
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7.3 Composicion de funciones

La composicion de funciones equivale a una funcion dentro de otra funcion, es decir una
funcion compuesta, y se establece de la siguiente manera:

Para las funciones:
F={xyly=f(®).x €D}y G={(x,»)Iy=g(x),x € D}
La composicion de F con G se denota como FoG, se define por

FoG = {(x,y) | y =f(g(x))}

Donde el dominio de la composicion es el conjunto de todos los elementos del dominio
de G, tales que g(x) esta en el dominio de F, matematicamente:

x e Dg tal que g(x) = Df

Para observar la forma de la funciéon composicidon es conveniente ilustrarlo, utilizando los
conceptos de dominio y rango de las funciones como conjuntos de parejas ordenadas finitas.

Ejemplo:

Obtén FoG para las funciones siguientes.
F={(-2,-4),(-1,-2),(0,0),(1,2),(2,4)}
G= {(_2’ _1)’ (_19 0)’ (0’ 1)’ (1’ 2)’ (2$ 3)}

Solucion:
Para la Funcién FoG se escriben el dominio y rango de la funcion G alineados abajo con los
elementos del dominio y rango de la funciéon F, como se ilustra.

El primer elemento del rango de g igual con el del dominio de fes —1. Entonces, la primer pareja
de FoG es (-2,-2).

El segundo elemento del rango de g igual con el dominio de fes 0. Entonces, la segunda pareja
de FoG es (-1,-0).

El tercer elemento del rango de g igual con el dominio de fes 1. Entonces, la tercera pareja de
F°G es (0, 2).

El Ultimo elemento del rango de g igual con el dominio de fes 2. Entonces, la tercera pareja de
FoGes(1,4).

Finaimente, FoG = {(-2,2), (-1,0), (0, 2), (1,4)}.
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Para las mismas funciones obtén ahora GoF

F= {(—2, _4)a (_1’ _2)’ (0’ 0)’ (1a 2)’ (27 4)}

Ejercicio G ={(=2,-1),(-1,0),(0, 1), (1,2),(2,3)}
Mdodulo 4

Ejemplo:
Obtén GoF para las funciones siguientes

Basado en
competencias

F= {(_47 _2)’ (_2’ _1)’ (07 0)7 (27 1)’ (4’ 2)7 (65 3)}
G= {(_4’ —2), (_29 O)’ (07 2)’ (1’ 3)9 (27 4)7 (3’ 5)}

Solucion:
Para la funcion GoF se escriben el dominio y rango de la funcion G alineados abajo con los
elementos del dominio y rango de la funcion F, como se ilustra.

El primer elemento del rango de figual al del dominio de g es. 2. Entonces, la primer pareja
de GoF es (-4, 0).

El segundo elemento del rango de f igual con el dominio de g es: 0. Entonces, la segunda
pareja de GoF es (0, 2).

El tercer elemento del rango de figual con el dominio de g es: 1. Entonces, la tercera pareja
de GoF es (2, 3).

El cuarto elemento del rango de figual con el dominio de g es: 1. Entonces, la tercera pareja
de GoF es (4,4) .
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El Ultimo elemento del rango de figual con el dominio de g es: 2. Entonces, la tercera pareja
de GoF es (6, 5).

Finalmente GoF = {(—4,0), (0, 2), (2, 3), (4,4), (6,5)}

Para las funciones anteriores obtén FoG

F= {(_4s _2)7 (_29 _l)’ (0’ 0)’ (2s l)’ (4’ 2)’ (6’ 3)}
G= {(_49 _2)’ (_27 0)’ (O’ 2)’ (1 s 3)7 (2’ 4)’ (3’ 5)}

Si observas, para las mismas funciones F y G la composicion de funciones FoG # GoF, es
decir, la composicion de funciones no es conmutativa.

Ejemplo:
Para las funciones F'y G siguientes, obtén FoG y GoF

F={(x,y)ly=x>-5x+6,x eR} Yy G={(x,y)ly=x+2,x ER}.

En este caso, como el rango de la funcion G (que representa una recta) y el dominio de F son
todos los numeros reales, no existe ninguna restriccion para el dominio de la funcion FoG, que
esx € R. Laregla de correspondencia se obtiene con la sustitucion en: y = f (g (x)).

Esto es, sustituyendo x por g (x) = x + 2 en la regla de correspondencia de y = f (x):
y=(x+2)>-5(x+2)+6 que desarrollando el binomio al cuadrado, multiplicando y simplificando
los términos semejantes:

y=x*+4x+4-5x-10+6
Se obtiene: FoG = {(x,y) | y=x>—x,parax € R }.

Para obtener GoF se procede analogamente, soélo que el rango de la funcion F (que representa
una parabola) es f(x) € [—%,oo) por lo que el dominio de la funcion compuesta GoF es
X E —Z,oo) ; Y su regla de correspondencia se obtiene con la sustitucionen: y =g (f(x)).

Como f(x) =x* - 5x +6, sesustituyeen g (x) =x+2: y=(x?-5x +6) + 2, si se simplifica se
obtiene: GoF = {(x, y) ly=x>-5x+ 8, para x € [—%,oo) 1.
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Ejercicio
Médulo 4

Para las funciones F'y G siguientes obtén FoG y GoF
F={,yly=x*-2x-35,x €eR}YG={(x,y)ly=x+3,x ER}

Ejemplo:
Para las funciones H y J siguientes, obtén HoJ y JoH.

H={(x,y)ly=vx—2 ,x € [2,9)}yJ={(x,y) ly=x>+5,x ER}

Solucion:
Para la funcion composicion HoJ, su regla de correspondencia se obtiene con la sustitucion
en:y=h(j(x));comoj(x)=x>+5.

Entonces se sustituye: y =/ (x> +5) — 2

Simplificado queda: HoJ = {(x, y) | y=y/x*+3 ,x €R}.

Para la funcion composicion JoH, su regla de correspondencia se obtiene con la sustitucion
en:y=j(h(x)); comoh (x)=y/x—2,

Entonces se sustituye: y =+/ (x — 2)2 +5, simplificando la expresion.
La funcion composiciones: Jo H={(x,y) ly=x+3 ,x € [2,®)}.

¢ Por qué el dominio de la funcion composicion JoHes x € [2,°)}ynox € R?
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Para las funciones K y L siguientes obtén KoLy LoK.
K={(x,nly=vx+3,x e [-3,0)}yL={(x,y)ly=2x-3,x €R}

Solucion:

KoL={(x,y)ly=+2x} LoK={(x,y)ly=2y/x+3-3}

Ejercicios adicionales

1. Obtén FoG y GoF para las funciones siguientes:
F={(-3,-1),(-2,0), (-1, 1),(0,2),(1, 3),(2,4)}
G={(-1,-3),(0,-2),(1,-1),(2,0),(3,1),(4,2)}.

2. Obtén IoG y Gol para las funciones siguientes:
I={(-3,-3),(-2,-2),(-1,-1),(0,0), (1, 1), (2,2),(3,3)}
G={(-5,-3),(-3,-2),(-1,-1),(0, 1), (2,2), (4,3)}.

3.0btén Lo M y M o L para las funciones siguientes:
L={(-6,-3),(-4,-2),(-2,-1),(0,0),(2, 1), (4,2), (6,3)}
M ={(-3,-3),(-2,-2),(-1,-1),(0, 3),(2,5),(4,7), (6, 1)}.

4. Obtén PoQ y QoP para las funciones siguientes:
P={(-3,9),(-2,4),(-1,1),(0,0), (1, 1),(2,4),(3,9)}
0={(-5,4),(-3,4),(-1,4),(0,4., 2,49, 4, D}.

5. Para las funciones F 'y G siguientes obtén FoG y GoF.

F={(x,y)|y=2x+10,x€R}YG={(x,y) | y=x-3,xER}.

6. Para las funciones H y J siguientes obtén HoJ y JoH.
H={(x,y)|y=x*-9,x€R}yI={(x,y) |y=x+3,xER}.
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22

7. Para las funciones K y L siguientes obtener KoL y LoK.
K={(x,y)|y=x*-x*-12x+5,xER}YyL={(x,y) | y=2x,xER}.

8. Para las funciones M y N siguientes obtener MoN y NoM.
M={(x,y)|y=y/5x+10 ,x€[-2,20]} y N ={(x,y) |y =x*-5,xER}.

9. Para las funciones N y P siguientes obtener NoP y PoN.

N= {00 [y = v 1637 ox €14, 41}y P= (w9 |y = 5= x€10, 161

10. Para las funciones Q vy S siguientes obtener QoS y SoQ.

0=1{ry) |y= =25 .x#5}yS={(ry) |[y=2+5.xER},

8. Problemas de aplicacion

Los problemas de aplicacion de funciones puede ser muy variados, aqui estudiaremos algunos
de los mas usuales.

Para presentar la variacion de temperatura en una semana.

22 22

'\l‘; 18
17 17

Ejemplo:

La temperatura normal promedio del ser humano es de 36.5 °C. La escala de temperatura
centigrada varia de 0 °C a 100 °C, ¢ cudles son las temperaturas equivalentes en la escala
Fahrenheit si la funcion de transformacion es?:

°F = % (°C) + 32°.
Solucion:

Para calcular las temperaturas equivalentes entre grados centigrados y grados Fahrengheit, se
sustituye en la regla de correspondencia:

e °F:%(°C)+32°
0°C oF =2 (0 o _ 390
=5 (0°)+32°=32°F
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36.5 °C oF = (36.5°) +32°=97.7 °F

o | n|o

100 °C °F = 5 (100°) +32° =212 °F

Convierte las temperaturas minimas y maximas que se presentaron en la ciudad de Toluca de
grados centigrados a la escala de Fahrenheit.

4°C °F=%(4°C)+32°=
7°C
17 °C
22 °C
Solucion:
4°C=392°F 7°C=44.6 °F 17°C=62.6 °F 22°C=71.6 °F

Para el tipo de cambio entre monedas.

Ejemplo:
Si el tipo de cambio de 1 ddlar = 17 pesos mexicanos.

Construye la gréfica de la funcion de cambio entre dolares y pesos y viceversa hasta 25 délares.

Obtén gréficamente cuantos ddlares son $200, $300 y $400 y cuantos pesos son 10, 15y 20
dolares.

Solucion:

En el gje de las abscisas se marcaran los dolares y en el gje de las ordenadas los pesos
mexicanos. La funcion sera y = 17x. Obtenemos el valor de la ordenada para x = 25 ddlares,
con laregla de correspondencia y = 17 (25) = 425 pesos y obtenemos el punto de coordenadas
(25,425), unimos este punto con una linea recta hasta el origen y tendremos la gréfica de la
funcién de cambio entre ddlares y pesos mexicanos v viceversa.

Si trazamos una linea horizontal en el valor de $200 hasta cortar la funcién y en el punto
de corte trazamos una vertical hasta encontrar el eje x obtenemos el valor de 11.76 ddlares;
procediendo de la misma forma para $300 obtenemos 11.65 délares y para $400 obtenemos
23.53 dolares.

Para obtener con la gréfica cuantos pesos son 10 ddlares, se traza una vertical en el valor de 10
ddlares hasta cortar la funcion vy, en el punto de corte, se traza una horizontal hasta encontrar
el eje, obteniendo el valor $170; procediendo analogamente para 15 ddlares obtenemos $255
y, para 20 ddlares obtenemos $340 como se muestra en la gréfica siguiente.
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(25,425)
a0 | M (33,53, 400)

350

(20, 340)

300 L& (17.65.300)

7
(15,255)

K (11.76, 200)

iy
(10, 170)
150

(5.85)

3.51)

Basado en
competencias .34

,17)
25 p
0 Funci6n de cambio Délares USA

2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 2 2 2 30 32 34 36
NAlarac T1QA

Tipo de cambio entre monedas

Si el tipo de cambio de 1 délar canadiense = 12.60 pesos.

Construye la grafica de la funcion de cambio entre:

ddlares canadienses (CAD) y pesos mexicanos (MxN) y viceversa hasta 40.
Ejercicio
Viodulo 4 Obtén gréficamente cuantos dolares canadienses son $ 200, $ 300 y $ 400 pesos; y cuantos

pesos son 10, 15y 20 CAD.

Resultados:

$ 200 pesos = 15.87 CAD 10 CAD =126 MxN
$ 300 pesos = 23.80 CAD 15 CAD =189 MxN
$ 400 pesos = 31.75 CAD 20 CAD =252 MxN

Ejemplo:
En el futbol americano se usa como unidad la yarda que equivale a 91.5 cm 0 0.915 m. Usando
una funcién para convertir yardas a metros ¢,cuanto mide en metros 10, 20, 50 y 100 yardas®?

Solucion: Siuna yarda mide 0.915 m, utilizaremos la funcion de conversion.
m(x)=0.915x

Yardas: x | m(x) =0915xm
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10 m(10) =0.915(10) = 9.15 m
o0 m(20) = 0.915(20) = 18.30 m
50 m(50) = 0.915(50) = 45.75 m
100 m(100) = 0.915(100) = 91.5 m

Resuelve el siguiente ejercicio.

Las medidas reglamentarias de un campo de futbol soccer para un partido internacional son

de largo 120 m por 75 m de ancho; 11 m del tiro de penalti y 7.32 m del ancho de la porteria. Ejercicio
Obtén una funcién para convertir todas estas medidas a yardas. Médulo 4
Resultados:
Metros: x y (x) = 1.093x yd
120 y (120) = 131.16 yd
75 vy (75) =82 yd
11 y(11)=12yd
7.32 v (7.32) =8 yd
Ejemplo:

En la siguiente grafica se muestra el crecimiento de una planta.
¢ Qué tamano alcanzara a los 10 y 30 dias?

cm

1C=(30,45)
|
|

30em

Crecimiento

' ,
= dias

0 Dias 5 Dias 10 Dias 15 Dias 20 Dias 25 Dias 30 Dias 35 Dias
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Solucion:
En la gréfica cuando x = 10, y = 15, es decir y = 1.5x para que y = 1.5 (10) = 15.

Si se sustituye en la funcion el valor de x = 30, se obtiene el tamano que alcanzara la planta a
los 30 dias: y = 1.5 (30) = 45. Alcanzara 45 cm.

El sueldo de un ayudante mecanico calificado depende de sus afos de experiencia como o
muestra la siguiente tabla.

ANos de experiencia eldo 5
1 3 000

2 4 000

7 000

¢,Cuél es la funcién con la que se calculd su sueldo de acuerdo con sus anos de experiencia’?

a) S(x)=3000 x

b) S(x) =3000 x — 2000

c) S(x) = 1000 x* — 3000x + 2000
d) S(x)=1000 x> — 2000x + 4000
Ejemplo:

Dariana recordd que en un examen de matematicas le preguntaron que, dada la funcion
h(x)=2x*-2x+6,¢elvalorde h(-2)-h(2) resulta:

a) 16

) 10

) 8
) 0

o O T

Solucion:

Sicalculamos A (-2)=2(-2)>-2(-2)+6=8+4+6=18.
h(2)=2(2)-2(2)+6=8-4+6=10,yluegoh(-2)-h(2)=18-10=38.
El resultado es 8.

170



Algebra: Funciones

Alondra preguntd a su maestro sobre una duda de su examen de matematicas. Le preguntaron
que, dada la funcion f (x) = x* — 3x* + 5x —10, el valor de f +(-1) — f (1) resulta:

Ejemplo:

En una circunferencia de
radio r, su diametro mide el
doble de su radio, esto es 2r,
y para calcular el perimetro

la funcidn también depende
del radio, recuerdas jcual es
la expresion algebraica para
calcular el perimetro de una
circunferencia?

Grafica la funcion perimetro
de una circunferencia para r €
[0,20].

y=+-sqrt(r*—x?)

Circunferencia
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Basado en
competencias

Ejercicio
Modulo 4

Solucion:

La funcion perimetro de una
circunferencia se obtiene
por medio de la expresion
algebraica P=2 z r.

Radio r | Perimetro p = 27r.
10 p=2m(10) =62.83.
20 p=2m(20)=125.66

3000,

2500,

2000,

1500,

1000,

500,

(5,78.54)

Al =Tr

(30,2827.43)

0 5

40

45

En un circulo de radio r, su
diametro mide el doble de
su radio, esto es 2r, y para
calcular el area del circulo

la funcién también depende
del radio, recuerdas jcual es
la expresion algebraica para
calcular el area del circulo?

Graficar la funcion area de un
circulo para los valores de:
re[5.,30].

Circunferencia
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Resultado: A(r) = 7 r?

3000,
(30, 2827.43)
2500,
2000
1500

1000

500

(5,78.54)

Dominio de r €[5,30] y Rango y € [257, 900]

Ejemplo:

Para completar el emblema de las Olimpiadas siguiente se han trazado circunferencias de
radio uno y falta una de color rojo, donde se debe poner el centro de la circunferencia para que
la grafica sea simétrica con respecto al origen:

)
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Solucion:
Para que sea simétrica con la circunferencia azul su centro debe estar sobre el eje de las equis
entre el 2 y el 3, luego tiene que ser: D) (2.5,0).

Para completar el emblema de las Olimpiadas siguiente falta un circulo negro con centro en el
origen y radio uno, cuya expresion algebraica debe ser:

a) x+y=1

b) x—y=1

c) y=x41—x
d x*-y*=1

. m |

X
Basado en 3 2 ’ 1 0 1 2 3
competencias /

-2

Solucion:

y== 1—x’
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Ejercicios adicionales

5.

10.

11.

12.

13.

14,

15.

16.

17.

Dada la funcion f(x) = —3x*+ 7x —21 obtener el valor de la expresion:
f3)-f03)=
Dada la funcion g(x) = x*-3x2+ 7x —21 obtener el valor de la expresion:

8(-2)-g(2)=

En muchos aparatos electronicos las medidas estan dadas en pulgadas, calcular el tamafo
en centimetros usando la funcidn de conversion adecuada para:
6, 10", 147, 28" y 42",

Considera un cuadrado que mide de lado x unidades. Grafica la funcion para calcular su
perimetro es P(x) = {(x, p (x)) | p (x) = 4x, para x €[10, 30]}.

Considera un cuadrado que mide de lado x unidades. Grafica la funcion para calcular su
area como A(x) = {(x,y) | y = x2, para x€[10, 30]}.

Considera un cuadrado que mide de lado x unidades. Grafica la funcidn para calcular su
Diagonal como D(x) = {(x,y) | y = v/ 2x , para x€[10, 30]}.

Obtén la funcion inversa de la funcion inyectiva dada por sus parejas ordenadas y grafica
ambas funciones en el mismo plano cartesiano.

H={-3,1)(-2,2),(-1,3),(0,5),(1,7), (2, 11)}.

Para la funciéon inyectiva J = {(x, y) | y = x + 2, para x € R} obtén su inversa J* y traza
ambas gréficas en el mismo plano cartesiano.

Para la funcién inyectiva K = {(x, y) | y = x*— 4, para x = 0} obtén su inversa K* y traza
ambas gréficas en el mismo plano cartesiano.

Para la funcion inyectiva L = {(x, y) | y = x>+ 2, para x = 0} obtén su inversa L" y traza
ambas gréficas en el mismo plano cartesiano.

Para la funcion inyectiva M = {(x, y) | y = v'x , para x = 0} obtén suinversa M" y traza ambas
graficas en el mismo plano cartesiano.

Para la funcién inyectiva N = {(x, y) | y = % ,para x # 0} obtén su inversa Ny traza ambas
graficas en el mismo plano cartesiano.

. 1 .
Para la funcion inyectiva N = {(x, y) | y= x—1 , para x # 1} obtén su inversa N* y traza
ambas gréficas en el mismo plano cartesiano.
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Resultados

De la Figura 2.
a) A={1,2,3,4,56}
b)B={1, 4,9, 16, 25,36}

Dada R,

Eldominio D, _{ -2,-1,0,1,2,3},yelrangoR, _{ 6,-3.,0,3,6,9} larelacion R corresponde
al triple de a: RS < b =3a

Productos cartesianos.

[ (-25), (-2,14)-2,15), (-2.20).)
(57_2)7 (5’_1)’(5 ’0)7 (Sal)’ (572)v(5’3), ('1 ’5)’ ('1 914)’('1’15)7 (_1 ’20)7
(6"2)’ (69'1)9(690)3 (691)9 (6’2)s(673)9 (0,5), (0914)’(0915)9 (0520)
BXC= CXA=
(8,-2), (8,-1),(8,0), (8,1), (8,2),(8,3), (1,5), (1,14)(1,15), (1,20)
(10,2)(10,-1)(100)(10,1),(10,2)(10.3) (2,5),(2,14),2,15), (2,20)
L (3.5),(3,14),(3,15), (3,20) )
Clasificacion de funciones.
Basado en
competencias
1. Funcioén algebraica, racional, polinomial, cubica y explicita.
2. Funcion trascendente, trigonométrica directa y explicita.
3. Funcion algebraica, racional, polinomial de 9° grado y explicita.
4. Funcioén trascendente, exponencial y explicita.
5. Funcién trascendente trigonométrica directa y explicita.
6. Funcion algebraica, racional, polinomial, lineal y explicita.
7. Funcién algebraica, racional, no polinomial, y explicita.
8. Funciodn algebraica, racional, no polinomial, y explicita.
9. Funcioén trascendente, exponencial y explicita.
10. Funcion algebraica, no racional y explicita.
Dadas las funciones escribir dominio y rango.

O Do O Rango
fx)=2x-x Y ER f(x) €(==,1]
J)=yvx—1 x€[l,») f(x) € [0, %)
s(z)zﬁ t#0 F(t)#0

fx)=B-x12)2 X E€R f(x) €(=%=,1.5]
El area A de un cuadrado >0 AG) >0
de lado x

Graficacion de funciones
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1.y=4

Dominio [-5, 5], Rango y =4 (funcidn constante)

Dominio [-6, 6], Rango y = =3 (funcién constante)

3.y=4x

Dominio [0, 10], Rango [0, 40], (funcién lineal)

4. y=—x

Dominio [-5, 5], Rango [-5, 5], (funcidn lineal)

5. y=—(1/3)x

Dominio [-6, 9], Rango [-3,2], (funcidn lineal)

6. y=/2)+8

0

y=(c/2)+8

Dominio [-2, 3], Rango [-7,9.5], (funcidn lineal)
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7.y=2x-5

Dominio [-4,4], Rango [-13,3], (funcion lineal)

8.y=2x+1)

Dominio [-4,4], Rango [-6,10], (funcion lineal)

9.y=-3x+12

y
n

y_]\ﬂﬂ\
A

-

Dominio x € R, Rangoy € R, (funcion lineal)

10.y==x*+20

eI4

Dominio x € R, Rango y & (-, 20] (funcion
cuadratica) parabola.

M1.y=x-38

Dominiox € R, Rango y € R, (funcidn cubica)

12.y=—x*-50

Dominio [—4, 4], Rango [-306, —50], (funcién
cuadratica)
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18.y=4/x 14.y=2/(x+2)

y=2/(x+2)

Dominio x # 0, Rango y # 0, (funcién racional) Dominio x # =2, Rango y # 0, (funcién racional)
Hipérbola equilatera Hipérbola

15, y= v 2x+4 16.y=\/25—x2

/

Dominio [-2, ), Rango [0, ), (funcidn no racional) | Dominio [-5, 5], Rango [0, 5], (funcién no racional)
Media parabola con eje horizontal Media Circunferencia
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