| g t“

0 '

3er
‘ - e ‘




Trigonometria

Libro de texto basado en competencias




DIRECCION DE PUBLICACIONES UNIVERSITARIAS
Editorial de la Universidad Auténoma del Estado de México

Doctor en Ciencias e Ingenieria Ambientales
Carlos Eduardo Barrera Diaz
Rector

Doctora en Humanidades
Maria de las Mercedes Portilla Luja
Secretaria de Difusion Cultural

Doctor en Administracion
Jorge Eduardo Robles Alvarez
Director de Publicaciones Universitarias

Doctora en Investigacion Educativa
Eva Lilia Garcia Escobar
Directora de Estudios de Nivel Medio Superior



[rgonometria

Libro de texto basado en competencias
— W

José Luis Gerardo Valencia Aguilar

Domingo Hernandez Garcia

Juan Chavez Rosales

Juan Manuel Gémez Tagle Fernandez de Cordova
Maria Lilia Gonzaga Villalobos

Jesus Ocampo Contreras

Edgar Jesus Rubelo Velasquez

Alfonso Samuel Soteno Tahuilan

Ricardo Valdes Camarena

+




Primera edicion, julio 2021
Segunda edicidn, julio 2023

TRIGONOMETRIA
Libro de texto basado en competencias

Autores

José Luis Gerardo Valencia Aguilar

Plantel "Cuauhtémoc" de la Escuela Preparatoria de la UAEM

Domingo Hernandez Garcia

Plantel "Dr. Angel Ma. Garibay Kintana" de la Escuela Preparatoria de la UAEM
Juan Chavez Rosales

Plantel "Nezahualcéyotl" de la Escuela Preparatoria de la UAEM

Juan Manuel Gémez Tagle Fernandez de Cérdova

Plantel "Ignacio Ramirez Calzada" de la Escuela Preparatoria de la UAEM
Maria Lilia Gonzaga Villalobos

Plantel "Nezahualcéyotl" de la Escuela Preparatoria de la UAEM

Jess Ocampo Contreras

Plantel "Dr. Angel Ma. Garibay Kintana" de la Escuela Preparatoria de la UAEM
Edgar Jesus Rubelo Velasquez

Plantel "Dr. Pablo Gonzalez Casanova", de la Escuela Preparatoria de la UAEM
Alfonso Samuel Soteno Tahuildn

Plantel "Nezahualcéyotl" de la Escuela Preparatoria de la UAEM

Ricardo Valdes Camarena

Plantel "Lic. Adolfo Lopez Mateos" de la Escuela Preparatoria de la UAEM

Universidad Auténoma del Estado de México
Av. Instituto Literario 100 Ote.

Toluca, Estado de México

C. P. 50000

Tel: (52) 722 277 3835y 36
http://www.uaemex.mx

El contenido de este material es responsabilidad de los autores, asi como el tratamiento basado
en competencias realizado a los libros de texto. Queda prohibida la reproduccién o transmisién
total o parcial del contenido de la presente obra, sin el consentimiento previo y por escrito del
editor. La Universidad Auténoma del Estado de México se deslinda de cualquier accion legal
derivada de este material.

® Derechos reservados, 2016

ISBN: 978-607-633-637-3

Hecho en México

Responsable del Programa de Disefio y Produccién Editorial: L. D. G. Miguel Angel Conzuelo Endeje
Correccion de estilo: Daniela Arellano

Portada e interiores: Karla Mdnica Lopez
Colaboracion: Itzel Veloz, freepik.es




Mensaje

A través de su historia, la Universidad Auténoma del Estado de México ha tenido como uno
de sus objetivos fundamentales lograr que el estudiantado reciba una educacion basada en
el libre pensamiento, apelando a un sentido cientifico. La Escuela Preparatoria de la UAEM
continuara mostrandose como un punto de inflexion para la comunidad estudiantil por la
calidad de la educacion que se ofrece al tiempo que se ensefna a adquirir conocimientos,
valores, habilidades y destrezas que favorezcan el entendimiento de nuestro entorno social
y ambiental.

La responsabilidad de la Universidad Auténoma del Estado de México es asegurar que la
educacion que se imparte en la Escuela Preparatoria contribuya a ampliar el horizonte
personal y profesional de los estudiantes. El enfoque para la apropiacion del conocimiento
parte de aprovechar la experiencia de vida y desde la autonomia de pensamiento vy la
reflexion lograr una comprension mas amplia de la realidad.

El material educativo que tienes en tus manos ha sido elaborado colegiadamente entre
especialistas de cada una de las éreas del conocimiento. La creatividad, el pensamiento
critico y reflexivo, asi como el espiritu cientifico del claustro de docencia e investigacion se
redne en esta antologia con el fin de que te acerques al conocimiento con una mirada
critica. Este ejemplar ha sido elaborado con el fin de establecer un aprendizaje dialégico
que estimule tu curiosidad, que te sirva como guia, y que invariablemente te provoque
pasion por el conocimiento.

El objetivo es lograr que recibas una educacion integral e incluyente que incida de manera
positiva en tu trayectoria escolar. Por ello es importante que asumas un compromiso
personal, empeno y dedicacion que te permita apropiarte del conocimiento.

Patria, Ciencia y Trabajo
Doctor en Ciencias e Ingenieria Ambientales

Carlos Eduardo Barrera Diaz
Rector
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Secuencia didactica

Apertura

Presentacion de
la situacion de
aprendizaje

Conocimientos previos:

Bienvenida para romper el hielo y establecer un clima de confianza.
Mencionar los propdsitos de la actividad y cuales son las
competencias que se espera desarrolle el alumno.

Revisar el ambiente de aprendizaje (espacio fisico, disposicion fisica
del alumno, materiales y caracteristicas de los alumnos).
Dinamizacion mediante una pregunta detonadora y lluvia de ideas.

Situacion de la vida cotidiana.

Indicar conceptos necesarios para resolver los problemas.

Desarrollo

Para el desarrollo del tema, el profesor actlia como mediador,
aplicando la estrategia de solucion de situaciones problema,
apoyandose de material didactico como presentaciones en power
point, rotafolio, acetatos y pintarrdn, lo cual permite que el alumno
participe en forma activa, interactuando de manera colaborativa para
lograr las competencias establecidas en la actividad.

Se fomenta la motivacion donde prevalezca un clima de confianza
y seguridad para el alumno, se resaltan aciertos y se aprenden de
los errores.

Cierre

Conclusion:; se realiza
la retroalimentacion del
tema, se aclaran dudas
y Se realiza un resumen

La conclusion sera redactada conjuntamente con los alumnos y el
profesor.

Evaluacion: conocimientos, comprension, planteamiento de
problemas.

Procedimental: desarrollo de habilidades para plantear y resolver
ecuaciones.

Actitudes y valores: disciplina, disposicion para el trabajo individual y
en equipo.

Evidencia del desempeno:

Ejercicio resuelto.

Lista de control: se registran las evidencias de conocimientos,
actitudes y valores de los alumnos.

Portafolio de evidencias.

El profesor pasara lista conforme el alumno desarrolla su actividad,
evaluando conocimientos, actitudes y valores.
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Proposito
Analizar los diferentes tipos de figuras geomeétricas y sus caracteristicas, para identificarlas y
relacionarlas con su entorno, asi como calcular su area y perimetro.

Competencias

Competencias disciplinares
1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion de procedimientos

aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales, para la comprension y analisis de
situaciones reales, hipotéticas o formales.

10



Trigonometria: Figuras geométricas

2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos y los
contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.

Competencias genéricas y atributos

4.  Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante
la utilizacion de medios, codigos y herramientas apropiados.
4.1. Expresaideas y conceptos mediante representaciones lingUisticas, matematicas o
graficas.

5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos
establecidos.
5.1. Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como
cada uno de sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.
5.6 Utiliza las tecnologias de la informacion y comunicacion para procesar € interpretar
informacion.

Introduccion

Uno de los aspectos sobresalientes de las matematicas es que se utilizan para describir el
mundo fisico; auxiliandonos de esta ciencia podemos construir modelos matematicos
sencillos o complejos que refieran desde el movimiento de una particula hasta el
funcionamiento de una planta nuclear verificando que el resultado indicado, siguiendo sélo
reglas matematicas, coincide con lo que se observa en nuestro entorno.

La capacidad de la aplicacion de las matematicas para encontrar una explicacion logica
acerca de los fendmenos que se presentan en el mundo nos sigue sorprendiendo, desde el
conjunto de lo mas pequeho, hasta aspectos macroscopicos. Las novedosas formas del
carbono conocidas como fulerenos, estan formadas por anillos de carbono, principalmente
hexagonos, pero también pentagonos, heptagonos y octagonos. Mediante una férmula
sencilla puede predecirse la forma que tendra cada una de estas moléculas. El C60 o
buckmisterfelerero, formado por 60 atomos ordenados en 20 hexagonos y 12 pentagonos,
tiene la forma exacta de un balén de futbol soccer; existen fulerenos esféricos de muchos
atomos, pero siempre obedecen reglas estrictas: el nUmero de anillos 5, 6, 7 u 8 miembros
esta controlado por la misma ecuacion.

De la cosmologia a la nanotecnologia, la geometria sigue siendo el mejor ejemplo del

misterioso poder de las matematicas para entender la estructura del mundo fisico: lo dicho
“las matematicas son intrigantes”™”.

Tomado de “;;Coémo ves?”, afio 10, nim. 18, en Revista de Divulgacion de la ciencia de la Universidad Nacional
Auténoma de Meéxico, p. 7.
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1. Definicion de figura geomeétrica

Una figura geométrica es cualquier conjunto de puntos que corresponden a areas cerradas
por lineas o superficies en un plano o en el espacio.

Figura 1. Mir6-Wand.
Fuente: commons.  ; Cuantos poligonos observas en la imagen?

_1 wikimedia.org

eeacle G ¢ Qué poligonos observas en la figura anterior?
competencias

2. Clasificacion de figuras geométricas

Las figuras geométricas planas y solidas, se forman con la combinacion de otras figuras
geométricas mas elementales y de menores dimensiones como la linea o el punto. Entre
estas tenemos:

Figura 2. Tipos de
figuras geométricas

Cuadrado Tridngulo Pentagono Hexagono Trapecio

Paralelogramo Circunferencia Heptagono dodecagono




Trigonometria: Figuras geométricas

Actividad:

Construir en un geoplano de 30 x 30 cm, 8 figuras geométricas de la figura 2, del tamafio
que el docente solicite.

La rama de las matematicas que estudia las propiedades y las medidas de las figuras en
el espacio o en el plano, asi como sus caracteristicas: forma, extension, posicion relativa y
propiedades se llama Geometria

El cuadrado, el triangulo y el rectangulo, entre otras, son figuras geométricas planas, formadas
por lineas rectas cerradas. El circulo también es una figura plana pero, a diferencia de las
anteriores, esta formado por una linea curva cerrada.

Por otro lado, se definen como puntos colineales aquellos que estan sobre una misma linea
recta; los que estan en un mismo plano son puntos coplanares.

Las figuras geométricas planas son aquellas regiones cerradas por lineas no alineadas en un
plano de dos dimensiones. Se clasifican principalmente en dos tipos:

Conicas: delimitadas por una linea curva cerrada y plana que resulta de la interseccion
no degenerada entre un cono y un plano que No pasa por su vértice. Por ejemplo: el
circulo y la elipse.

Poligonos: delimitados por el cruce de dos 0 mas lineas rectas, con tres o mas lados
e igual cantidad de angulos.

2.1. Elementos de un poligono

Los elementos fundamentales

de un poligono son: e

lado

Lados: son los segmentos de recta que delimitan la figura geométrica.

Veértice: se llama asi a los puntos de interseccion de dos lados de una figura geométrica.

Angulo central: esta formado por dos radios (la distancia del centro al vértice) consecutivos del
poligono regular.

Apotema: Segmento que une el centro del circulo con el punto medio de un lado del poligono.
Radio: Segmento de recta que une uno de los vértices de un poligono regular, con el centro de
la circunferencia que lo inscribe.

0
Sin es el numero de lados de un poligono: dngulo central= 360

n

Angulo interior (r): Es el que esté formado por dos lados del poligono y su regién angular queda

en la region interior, se obtiene con la expresion:
(n—2)180°
o= —
n

La férmula anterior es con base a que la suma de los angulos de cualquier triangulo es igual a 180°.

Angulo exterior: Los angulos exteriores e interiores se miden sobre la misma linea, asf que suman
180°. Por lo tanto, el angulo exterior se obtiene en la forma: 180°- angulo interior

13

A

Actividad
Modulo 1
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El nombre de algunos poligonos y sus elementos se muestra en la siguiente tabla:

Nombre Lados Angulo Interior

Triangulo (o trigono) 3 60°
Cuadrilatero (o tetragono) 4 90°
Pentagono 5 108°
Hexagono 6 120°
Heptagono (o septagono) 7 128.571°
Octagono 8 135°
Nonégono (o eneagono) 9 140°

Tabla 1. Elementos Decagono 10 144°

de poligonos

regulares Endecagono (o undecagono) 11 147.273°

Fuente: elaboracion

propia Dodecagono 12 150°

Actividad:

Investiga y completa la tabla siguiente con base en los datos mostrados en la tabla anterior.

Basado en Actividad
competencias Modulo 1

Nombre Lados Angulo Interior
13

14

Pentadecagono 15 156°

16

17

Octadecagono 18 160°

19

20

Triacontagono 30 168°

40

50

60

70

Octacontagono 80 175.5°

90

100

14
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2.2. Tipos de poligonos

En funcion de la medida de sus lados y angulos, los poligonos se clasifican en regulares e
irregulares. Un poligono es regular si todos sus lados poseen la misma longitud y sus angulos
son iguales.

Por propiedades, se clasifican segun los siguientes criterios:
A) Por la medida de sus lados y angulos:

Poligonos regulares: aquéllos que pueden inscribirse en una circunferencia, puesto que todos
sus angulos y lados son iguales (equilateros y equiangulos).

Figura 3. Poligono regular

Poligono equilatero: aquél con todos sus lados iguales, pero sus angulos son de distinta
medida.

Poligono equiangulo: aquél con todos sus angulos iguales, pero sus lados tienen diferente
longitud.

Poligonos irregulares: aquéllos cuyos vértices no se inscriben dentro de una circunferencia, ya
que sus angulos y lados son desiguales (no son equilateros ni equiangulos). En general, las
figuras geométricas irregulares mas conocidas son: rectangulo, rombo, romboide, trapecios y

todos los triangulos que no son equilateros.

Figura 4. Poligono irregular

10
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B) De acuerdo con sus angulos interiores:
Poligonos convexos: aguéllos que cumplen las siguientes caracteristicas:

e Todos sus vértices estan dirigidos hacia fuera de la figura geométrica.
e Sus angulos interiores son siempre menores a 180°.

e Todas sus diagonales (linea recta que une dos vértices no consecutivos) quedan
dentro del poligono.

¢ Al prolongar sus lados nunca se cruzan con otro lado.

e Una linea recta no puede cruzar al poligono en mas de dos puntos.

Estas figuras son el pentagono regular o el hexagono regular.

( b L

“~ M &

A ‘ Wi
Basado en
competencias

Figura 5. Poligono convexo

Poligonos concavos: aquéllos que se caracterizan porque:

e Tienen al menos un angulo interior mayor a 180°.

e | a prolongacion de cualquiera de sus lados corta al menos a uno de ellos.

e |as diagonales se pueden hallar fuera de la figura geométrica.

Figura 6. Poligono concavo

10
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C) Segun su eje de simetria:

Poligono simétrico: se puede dividir con una linea en dos partes iguales.

Poligono asimétrico: no se puede dividir con una linea en dos partes iguales.

Figura 7. Poligono simétrico Figura 8. Poligono asimétrico

D) Por el nimero de lados o angulos:

Triangulo: tres lados y tres angulos.

Cuadrilatero: cuatro lados y cuatro angulos.

Pentagono: cinco lados e igual nimero de angulos.
Hexagono: seis lados e igual nimero de angulos.
Heptagono: siete lados e igual nimero de angulos.
Octagono: ocho lados e igual nimero de angulos.
Enedagono: nueve lados e igual nimero de angulos.
Decagono: diez lados e igual nimero de angulos.
Endecagono: once lados e igual nimero de angulos.
Dodecagono: doce lados e igual nimero de angulos.
Tridecagono: trece lados e igual nimero de angulos.
Tetradecagono: catorce lados e igual nUmero de angulos.
Pentadecagono: quince lados e igual nimero de angulos.
Hexadecagono: dieciséis lados e igual nimero de angulos.
Heptadecagono: diecisiete lados e igual nimero de angulos.
Octadecagono: dieciocho lados e igual nimero de angulos.
Eneadecagono: diecinueve lados e igual niUmero de angulos.
Icosagono: veinte lados e igual nimero de angulos.

2.2.1. Cuadrilateros

El area de los
poligonos
regulares

se obtiene
triangulando

el poligono y
sumando las areas
de los triangulos
obtenidos.

7

LLos cuadrilateros son poligonos, figuras geométricas planas, delimitados por cuatro segmentos
de recta (llamados lados) que se interceptan en cuatro puntos no alineados (llamados vértices).

17
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Todos los cuadrilateros tienen cuatro lados, cuatro angulos interiores, cuatro angulos exteriores,
cuatro vértices y dos diagonales (segmentos que unen los vértices opuestos).

4 lados iguales y 4
) 9 y Cuadrado
angulos rectos
Lados iguales dos
adosy 4 angulos Rectangulo
rectos
Lados son
Paralelogramos
paralelos
4 lados iguales y
angulos iguales Rombo
dos a dos
Lados y angulos
iguales dos Romboide
» a dos
o
9
7 R = Un lado no
N ( oS 3 paralelo Trapecio
> . P
Basado en O perpendicular a rectangulo
competencias los lados paralelos
Solo tienen Lados no Trapecio
dos lados Trapecios paralelos iguales isosceles
paralelos
LLados no
aralelos .
pare Trapecio
desiguales y no
) escaleno
perpendiculalres
a los paralelos
Los lados
Tabla 2. Clasificacion Nno son Trapezoides
de los cuadrilateros paralelos
Fuente: elaboracion
propia

2.2.2. Clasificacion de los cuadrilateros
Los cuadrilateros varian en su forma y se pueden clasificar segun:
e | a medida de sus angulos interiores.

e Fl paralelismo entre sus lados.
e | alongitud de sus lados.

18
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Segun sus angulos interiores, se distinguen dos tipos de cuadrilateros:

Concavos: en este tipo de cuadrilatero uno de los angulos es mayor de 180°, por lo que es
posible encontrar dos puntos interiores a un cuadrilatero céncavo con un segmento que los
una con puntos exteriores a la figura.

Convexos: son aquellos en que los angulos interiores son menores de 180°, lo cual significa
que dados dos puntos cualesquiera interiores a un cuadrilatero convexo, el segmento que los
une tendré todos sus puntos dentro de la figura.

Sin embargo, la manera mas habitual de clasificar los tipos cuadrilateros, en general, y los

cuadrilateros convexos, en particular, es segun el paralelismo de sus lados, por lo cual se les
da el nombre de paralelogramos.

2.2.3. Paralelogramos

Son aquellos que tienen dos pares de lados paralelos (cuadrado, rectangulo, rombo y romboide).

Cuadrado Rectangulo | Rombo Romboide

Figura 9. Paralelogramos

Cuadrado: tiene cuatro lados de igual longitud, por consiguiente, sus cuatro angulos son del
mismo tamano y la medida de cada uno de sus angulos es de 90°.

Rectangulo: tiene cuatro lados, dos de ellos son largos (estos son paralelos) comparados con
los otros dos que son mas cortos (también paralelos).

Para dibujar un rectangulo debemos recordar que tiene dos lados iguales, largos y dos cortos,
también iguales entre si, cuatro angulos iguales de 90° y cuatro vértices.

Actividad:

Pega tres rombos de diferente tamaro.

A

Actividad
Mdédulo 1
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N Actividad:

Pega tres romboides de diferente tamano.

Actividad
Modulo 1

2.2.4. Propiedades y caracteristicas de los cuadrilateros

e |La suma de los angulos internos de un cuadrilatero convexo es igual a 360°:
: e A+B+C+D=2360°.
(/ N e | as diagonales de un cuadrilatero convexo se cortan.
-y L. &y
\‘ 2

e Todo cuadrilatero convexo puede expresarse como la union de dos triangulos con una de

Basado en i ‘

o las diagonales como lado comun.

e Silos puntos medios de todos los lados de un cuadrilatero se unen con cuatro segmentos,
entonces éstos forman un paralelogramo.

e Siun segmento se forma por la interseccion de las diagonales de un cuadrilatero y une dos
lados opuestos, determina dos cuadrilateros con un lado comun.

e Sj un cuadrilatero estéa circunscrito, la suma de sus lados opuestos es igual: AB + CD = BC
+ DA.

e Siun cuadrilatero esté inscrito en una circunferencia, la suma de sus angulos opuestos
es igual a 180°.

e SiABCD es un cuadrilatero inscrito y AB es su diametro, entonces las proyecciones de sus
lados AD y BC sobre la recta CD son iguales.

2.2.5. Trapecios

Son aquellos que tienen un par de lados paralelos y se clasifican en:

e Trapecio isosceles: 2 lados de igual medida, 2 angulos basales iguales trapecio
e Trisolatero: 3 lados de igual medida, 2 pares de angulos basales iguales

e Trapecio rectangulo: angulos basales rectos (909

e Trapecio escaleno: lados y angulos de distinta medida.

2.2.6. Trapezoides
Se clasifican en tres tipos:
e Trapezoides: no tienen lados paralelos

e Trapezoide simétrico o deltoide: 2 de sus lados tienen igual medida
e Trapezoide asimétrico o irregular: todos los lados son de distinta medida.
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Iséseles ‘ Rectangulo ‘ Trisolatero
c
d
Escaleno ‘ Asimétrico ‘ Simétrico

Figura 10. Tipos de trapezoides

3. Trazo de poligonos regulares

3.1. Segmentos

Un segmento es la porcion de una recta limitada por dos puntos no coincidentes.

A
Y

Segmento CD

3.2. Rectas paralelas y perpendiculares

Definicion 1. Dos rectas son paralelas si y solo si son coplanares y no se intersectan. Si
queremos indicar que dos rectas |, y |, son paralelas, se denota en la forma || 1,.

A <

B
C = D

Yy

AB|CD

Definicion 2. Dos rectas son perpendiculares si al cortarse forman cuatro angulos rectos (90°).
Se utiliza el simbolo L para denotar que una recta es perpendicular a otra.

2
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A < > B Si AB 1 CD entonces

ZAOC = ZCOB = ZBOD = ZD0A = 90°

3.3. Tipos de poligonos

3.3.1. Pentagono

Figura 16. Pentagono regular

El pentédgono es una figura geométrica plana; esté delimitado por cinco segmentos de recta
(lamados lados) que se interceptan en cinco puntos no alineados (llamados vértices). Por lo
tanto, todos los pentagonos tienen cinco lados, cinco vértices y cinco angulos interiores y
exteriores, respectivamente.

La suma de los angulos interiores de un pentagono es siempre igual a 540°. De acuerdo con la
medida de sus angulos interiores, los pentagonos se pueden dividir en convexos y concavos.

e Pentagono convexo: aquél sin angulos interiores obtusos (mayores a 180°).

2
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e Pentagono concavo: aquél con un angulo interior obtuso. Los pentagonos céncavos
pueden ademas ser regulares o irregulares segun las medidas de sus angulos y lados.

Pentagono regular e irregular

e Pentagono regular: aquél siempre convexo, con todos sus lados y angulos iguales entre si.
Su angulo interior mide 108° y su angulo central 72°.

e Pentagono irregular: aquél que no tiene todos sus lados y angulos iguales, puede ser
concavo, ademas de convexo.

3.3.2. Heptagono

Figura 17. Heptagono regular.

El heptagono es una figura geométrica plana, delimitada por siete segmentos de recta
(lamados lados) que se interceptan en siete puntos no alineados (llamados vértices). Por
lo tanto, todos los heptagonos tienen siete lados, siete vértices, siete angulos interiores y
exteriores, respectivamente, y 14 diagonales.

LLa suma de los angulos interiores de un heptagono resulta siempre igual a 900°. De acuerdo con
la medida de sus angulos interiores, los heptagonos se pueden dividir en convexos y concavos.

e Heptagono convexo: aquél sin angulos interiores obtusos (mayores a 180°).

e Heptagono concavo: aquél con un angulo interior obtuso. Los heptagonos céncavos
pueden ser regulares o irregulares segun las medidas de todos sus angulos y lados.
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Heptagono regular e irregular

e Heptagono regular: aquél siempre convexo, con sus siete lados y angulos iguales entre si.
Su angulo interior mide 128,57° y su angulo central 51,43°.

e Heptagono irregular: aquél que no tiene todos sus lados y angulos iguales, puede ser
concavo, ademas de convexo.

3.3.3. Octagono

oy

y L

- Ny 1
A 1 ‘ A G

Basado en
competencias

Figura 18. Octagono regular

El octagono es una figura geométrica plana, delimitada por ocho segmentos de recta
(lamados lados) que se interceptan en ocho puntos no alineados (llamados vértices).
Un octagono tiene ocho lados, ocho vértices, ocho angulos interiores y exteriores,
respectivamente, y 20 diagonales.

La suma de los angulos interiores de un octagono es siempre igual a 1080°. Segun la medida
de sus angulos interiores, los octagonos se pueden dividir en convexos y concavos.

e Octagono convexo: aquél que no tiene angulos interiores obtusos (mayores a 180°).
e Octagono concavo: aquél que tiene un angulo interior obtuso. Los octagonos concavos

pueden ser, ademas, regulares o irregulares segun las medidas de todos sus angulos
y lados.
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Octagono regular e irregular

e Octagono regular: aquél siempre convexo, con sus ocho lados y angulos iguales entre si.
Su angulo interior mide siempre 135°y su angulo central 45°.

e Octagono irregular: aquél que no tiene todos sus lados y angulos iguales, puede ser
concavo ademas de convexo.

3.3.4. Decagono

Figura 19. Decagono regular

El decagono es una figura geométrica plana, delimitada por 10 segmentos de recta (llamados
lados) que se interceptan en 10 puntos no alineados (llamados vértices). Un decagono tiene
10 lados, 10 vértices, 10 angulos interiores y exteriores, respectivamente, y 35 diagonales.

La suma de los angulos interiores de un decagono es siempre igual a 1440°. Segun la medida
de sus angulos interiores, los decagonos se pueden dividir en convexos y concavos.

e Decagono convexo: aquél sin angulos interiores obtusos (mayores a 180°).

e Decagono concavo: aquél con un angulo interior obtuso. Los decagonos céncavos
pueden, ademas, ser regulares o irregulares segun las medidas de todos sus angulos
y lados.
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Decagono regular e irregular

e Decagono regular: aquél siempre convexo, con sus 10 lados y angulos iguales entre si. Su
angulo interior mide siempre 144°y su angulo central, 36°. Una caracteristica particular de
esta figura es que el lado de un decagono regular inscrito dentro de una circunferencia es
igual a la seccion aurea de su radio.

e Decagono irregular: aquél que no tiene todos sus lados y angulos iguales, puede ser
concavo ademas de convexo.

3.3.5. Triangulo

El triangulo es una figura geométrica plana, delimitada por tres segmentos de recta (lamados
lados) que se interceptan en tres puntos no alineados (lamados vértices). Por lo tanto, todos
los triangulos tienes tres lados, tres vértices y tres angulos internos.

Las caracteristicas y propiedades de los triangulos son:
e Un lado de un triangulo es siempre menor a la suma de los otros dos lados (a < b + ¢),

pero mayor que su diferencia (a > b - ¢).

e [ a suma de todos los angulos interiores de un triangulo resulta siempre igual a 180°
(A +B+ C=180°).

e Elangulo exterior de un triangulo es igual a la suma de los angulos interiores no adyacentes.

e A mayor lado en un triangulo, se opone también mayor angulo.

e En un tridangulo con los lados iguales, sus angulos son también iguales.

Figura 20. Elementos del triangulo.
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4. Area y perimetro de poligonos

El perimetro (P) de cualquier figura geométrica es la suma de las medidas de sus lados. Se
expresa en unidades de longitud, que en el Sistema Internacional de Unidades son metros, y
en el Sistema CGS (centimetro, gramo, segundo) son centimetros.

Por otro lado, el area (A) de cualquier figura geométrica es la medida de la porcion del plano
que la constituye. Se expresa en unidades de longitud al cuadrado. En el Sistema Internacional
de Unidades, €l area se mide en m?; mientras que en el Sistema CGS se mide en cm?,

Perimetro

Notacion

bh a, b, ¢ = lados
a = = P= > Uy
Triangulo ¢ A= atbre h = altura
escaleno _a+b+c P = perimetro
A=/SE=aS=b (S0 §= 2 S = semiperimetro
C A
b
Triangulo A A=0433 2 P=3a a=lado
equilatero
a
B
Triangulo e ab P-a+batc a, b = catetos
rectangulo ‘ A="5 ¢ = hipotenusa
A b C
B
Triangulo isdsceles : ¢ A= bh _ ab-sen(d) P=2a+b a, b = lados
- 2 2 h = altura
A A
b
[]
b
Cuadrado ¢ A=a’ P=4a a =lado
]
- ]
, 4 b _ _ a = altura
Rectangulo O A=ba P=2@a+b) b =base
a =lado
Rombo % 4= DTd P=da d = diagonal menor

D = diagonal mayor




P
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Perimetro

Notacion

) _ _ ay b =lados
Paralelogramo l.- A=bh P=2@+b) |7
a, b, c,d=lados
Trapecio P=a+b+c+d ay ¢ = lados paralelos
h = altura

| a
=
=
(S} \//
e
b
I
—_
{
N+
o
S—
=

Cuadrilatero

a, b, c,d=lados

O-‘.

Octagono

1 3
: A="VaDiD)’ (@ =+ = d)’ P=a+b+c+d .
cualquiera 1 . s gy @mbrend ¢ c D,y D, =Diagonales
b
Pentéagono
En general: 4 = %
Ak Apotema
Hexél:gono a = (radio)’ — (lado / 2)°
. b =lado
Poligonos Pentagono: A = 1.721 b? P=nb a = apotema
regulares
Hexagono: A = 2.598 b n =numero de lados
A‘ Heptagono: A =3.634 b*
Octagono: A =4.828 b?
,b Enedgono: A=6.182 0*
Heptagono Decéagono: A =7.694 b*

Tabla 5. Elementos,
areas y perimetros de
figuras planas.
Fuente: elaboracion
propia

Actividad:

Calcula el area de las siguientes figuras geométricas
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1.1.Sib=21cm,h=15cm

1.2.8ib=18m,h=7m

1.3.Sib=10cm, h=3cm

1.4.8ib=12m,h=12m

Actividad:
1. Con base a los gjercicios resueltos, obtén el area de los que se proponen a continuacion:

a)

13 cm
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Para la altura h=v26"—65

h=25.17cm
Para el area A= %
Por lo que A= (13) 25.17)
2
Se obtiene A =1636 cm?

b)
s
Basado en 18 cm
competencias
c) d) e)

8 cm Ocm
7 dm 12 cm 15 cm
A=T7x7
=49 dm? A= A=
f) g 9m
13 m
A= A=
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2. Resuelve los gjercicios indicando de forma clara y ordenada el procedimiento respectivo.

a) El lado de un cuadrado cuya area es 169 cm?

A=169 cm?

b) Qué valor tiene la base de un réctangulo que tiene 52 dm? de area y 4 dm de altura

A=52 dm? 4 dm

c) El &rea de un rombo que tiene 5 cm de lado y 6 cm de diagonal menor

d) El &rea de un romboide cuya base y altura suman 12 cmy la base mide el doble

b=2a

Cl
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3. Determina el nimero de losetas cuadradas que hay en un saléon rectangular de 6 m de largo
y 4,5 m de ancho, si cada loseta mide 30 cm de lado.

4. Determina cual es el precio de un mantel cuadrado de 3,5 m de lado, si el m? de tela cuesta
123.56 pesos.

5. Determina el area del cuadrado A, de los rectangulos By C y el triangulo D de la figura.

B
A 7 dm
|
> :% )
\1( > -r\\; 7 dm
Basado en
competencias
C D
3 dm

_>|_|<_

34 dm

6. Determina el nimero de arboles que se pueden plantar en un campo como el de la figura,
de 32 m de largo y 30 m de ancho, si cada arbol necesita para desarrollarse 4 m?.

32 m
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7. Determina lo que se pide en cada inciso:
a) La longitud de las diagonales de un rombo inscrito en un rectangulo de 210 cm? de area
y 30 cm de largo.

b) El area del rombo.

c) ¢Qué relacion existe entre el area del rectangulo y la del rombo inscrito en él?

8. Determina lo que costara sembrar pasto en un jardin como el de la figura, si el metro
cuadrado de pasto plantado cuesta 768.87 pesos.

16 m

9. Una piscina tiene 210 m? de area y esta formada por un rectangulo para los adultos y un
trapecio para los ninos. Observa el dibujo y calcula:
a) El area de cada zona de la piscina.

b) La longitud de la piscina de adultos.

10. Maria esta tejiendo una bufanda de rayas trasversales (el ancho es por el lado mayor de
la bufanda) de muchos colores. La bufanda mide 120 cm de largo y 30 cm de ancho, y
cada franja mide 8 cm de ancho.

a) ¢, Cuantas rayas de colores tiene la bufanda?
b) Calcula el area de cada franja y el area total de la bufanda.
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Las casillas cuadradas de un tablero de ajedrez miden 4 cm de lado. Calcula cuanto

11.
miden el lado y el area del tablero de ajedrez.

12. Observa la figura y calcula el area total:
2 cm

11 cm

8 cm

[lan <% 10 cm

N |

Basado en
competencias

13. Juan y Mario estan forrando sus libros. Cada uno tiene un rollo de plastico de 1.5 m de
largo y 1 m de ancho. Necesitan para cada libro un rectangulo de 49 cm de largo y 34 cm
de ancho. Observa en los dibujos cémo han cortado cada uno los rectangulos.

34 cm
49 cm

49 cm

34 cm

1m
1m

1.5m

1.5m

a) Calcula en cada caso cuantos cm? de plastico les han sobrado.
b) ¢ Quién ha aprovechado mejor el rollo de plastico para forrar?
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Resumen

Resumen

En este capitulo se estudiaron las diferentes figuras geomeétricas asi como sus elementos y su Modulo 1

clasificacion de acuerdo con sus lados y angulos.

Se aprendio la forma de obtener las dreas y perimetros de los diferentes poligonos regulares
e irregulares. Asi mismo, la aplicacion de los poligonos y sus caracteristicas en el entorno que
nos rodea.

Respuestas a las actividades:

1.1 A=157.5cm?

1.2 A=63cm?

1.3 A=15cm?

1.4 A=72 cm?

1. b)A=42426cm? d)A=96cm? e A=135cm? fJA=29.16 m?
a)13cm b)13dm c¢)25cm?

NuUm. de losetas: 300

Precio: 1,513.61 pesos

AA=49 dm? AB=168dm? AC=70dm? AD=120dm?
240 arboles

a. Diagonal mayor 30 cm y diagonal menor 7 cm

b. 105 cm?

c. Que el area del rombo es la mitad del area del rectangulo
8. Costo $ 231,429.87 pesos

9. a100m? y 110 m?
b)3.33 m

10. a) 15 rayas b) 240 cm?y 3600 cm?

11. Lado: 32 cm; Area: 1024 cm?

12. A=68 cm?

13. Sobran: Juan: 5,004 cm? Mario: 1,672 cm?

N ok N
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Diagrama de contenidos

TRIANGULO

OBLICUANGULO ANGULOS

Y
TRIANGULOS

Basado en

competencias

TRIANGULO
RECTANGULO !

Propdsito
Analiza los angulos y triangulos para poder identificarlos y relacionarlos con su entorno, a la vez
que resuelve situaciones problema.

Competencias

Competencias disciplinares

1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion de procedimientos
aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales, para la comprension y analisis de
situaciones reales, hipotéticas o formales.

2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos y los
contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.
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Competencias genéricas y atributos

4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante
la utilizacion de medios, codigos y herramientas apropiados.
4.1. Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linguisticas, matematicas o
graficas.

5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos
establecidos.
5.1. Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como
cada uno de sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.
5.6 Ultiliza las tecnologias de la informacion y comunicacion para procesar € interpretar
informacion.

Introduccion

Los célculos trigonométricos recibieron un gran empuje gracias al matematico escocés
John Napier, quien invent6 los logaritmos a principios del siglo XVII. También encontré reglas
mnemotécnicas para resolver triangulos esféricos, y algunas proporciones (llamadas analogias
de Napier) para triangulos esféricos oblicuos.

Casi exactamente medio siglo después de la publicacion de los logaritmos de Napier, Isaac
Newton invent6 el calculo diferencial e integral. Uno de los fundamentos de su trabajo fue la
representacion de muchas funciones matematicas utilizando series infinitas de potencias de la
variable x. Newton encontrd la serie para el sen x y series similares para el cos x y la tan x. Con
la invencion del calculo, las funciones trigonométricas fueron incorporadas al andlisis; todavia
hoy desempefan un importante papel tanto en las matematicas puras como en las aplicadas.

Por ultimo, en el siglo XVII, el matematico suizo Leonhard Euler definié las funciones
trigonométricas utilizando expresiones con exponenciales de numeros complejos. Esto
convirtié a la Trigonometria en sélo una de las muchas aplicaciones de los numeros complejos;
ademas, Euler demostré que las propiedades basicas de la trigonometria eran simplemente
producto de la aritmética de los nUmeros complejos.

El propdsito de este mddulo es desarrollar en el alumno las habilidades, destrezas y actitudes
para conocer y emplear los diferentes elementos de la Trigonometria Plana en la resolucion de
situaciones de la vida cotidiana.

Los contenidos de aprendizaje que se abordan son: elementos geométricos basicos como
punto, recta, plano, semirrecta; asi como los elementos de la circunferencia y el circulo
(centro, radio, diametro, cuerda, arco, longitud de arco, angulo central, angulo inscrito, recta
tangente, recta secante y sector circular); sistemas de medicion de angulos sexagesimal y
ciclico. Iguaimente, se estudian los diferentes tipos de angulos de acuerdo con su medida,
sentido y posicion respecto a dos rectas paralelas cortadas por una recta secante. Ademas,
trazo de las rectas y puntos notables de un triangulo, mediatriz, bisectriz, mediana, altura,
circuncentro, incentro, baricentro y ortocentro, y la identificacion de la semejanza y proporcion
entre triangulos.
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Historia de la Trigonometria

La Trigonometria es la rama de las Matematicas que estudia las relaciones entre los lados y
los angulos de los triangulos. Los babilonios y los egipcios (hace mas de 3 mil anos) fueron
los primeros en utilizar los angulos de un triangulo y las razones trigonométricas para efectuar
medidas en agricultura y la construccion de piramides. También se desarroll® a partir de los
primeros esfuerzos hechos para avanzar en el estudio de la Astronomia mediante la prediccion
de las rutas y posiciones de los cuerpos celestes y para mejorar la exactitud en la navegacion,
asi como en el calculo del tiempo y los calendarios.

El estudio de la Trigonometria pas6 después a Grecia, en donde destaca el matematico y
astronomo griego Hiparco, por haber sido uno de los principales desarrolladores de esta rama.
Las tablas de “cuerdas” que construyd fueron las precursoras de las tablas de las funciones
trigonométricas de actuales.

Desde Grecia, la Trigonometria paso6 a la India y Arabia, donde era utilizada en la Astronomia.
Y desde Arabia se difundid por Europa, donde finalmente se separa de la Astronomia para
convertirse en una rama independiente, parte de las Matematicas.

La historia de la trigonometria comienza con los babilonios y los egipcios. Estos Ultimos
establecieron la medida de los angulos en grados, minutos y segundos. Sin embargo, en los
tiempos de la Grecia clasica, en el siglo Il a.C., el astronomo Hiparco de Nicea construyd una
tabla de cuerdas para resolver triangulos. Comenzé con un angulo de 71° y llegd hasta 180°
con incrementos de 71°; la tabla daba la longitud de la cuerda delimitada por los lados del

Basado en angulo central, dado que corta a una circunferencia de radio r. No se sabe el valor que Hiparco
competencias utilizo para r. Trescientos afos después, el astronomo Tolomeo utilizd r = 60, pues los griegos
adoptaron el sistema numeérico (base 60) de los babilonios.

Piramide de Guiza
Fuente: shutterstock
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;Quién era Pitagoras?

Filésofo y matematico griego nacido en la Isla de Samos, actual Grecia, h. 572 a.C.-Metaponto,
hoy desaparecida, actual ltalia, h. 497 a.C. Se tienen pocas noticias de la biografia de Pitagoras
que puedan considerarse fidedignas, ya que su condicion de fundador de una secta religiosa
propicio la temprana aparicion de una tradicion legendaria en torno a su persona.

El pitagorismo fue un estilo de vida inspirado en un ideal ascético y basado en la comunidad de
bienes, cuyo principal objetivo era la purificacion ritual (catarsis) de sus miembros a través del
cultivo de un saber en el que la musica y las matematicas desempefiaban un papel importante.
El camino de ese saber era la filosofia, término que, segun la tradicion, Pitagoras fue el primero
en emplear en su sentido literal de “amor a la sabiduria”.

También se atribuye a Pitagoras haber transformado las Matematicas en una ensefianza liberal
mediante la formulacién abstracta de sus resultados, con independencia del contexto material
en gue ya eran conocidos algunos de ellos; éste es, en especial, el caso del famoso teorema
que lleva su nombre y que establece la relacion entre los lados de un triangulo rectangulo,
una relacion de cuyo uso practico existen testimonios procedentes de otras civilizaciones
anteriores a la griega.

Pitagoras Teorema de Pitadgoras
Fuente: shutterstock Fuente: shutterstock

;Quién era Arquimedes?

Nace en Siracusa (Sicilia), dos generaciones después de Euclides (287-212 a.C.). Muchas de
sus vivencias han llegado hasta nuestros dias, aligual que muchos de sus trabajos matematicos.

Paso tiempo en Egipto, donde estudio, en la gran Biblioteca de Alejandria, las ensefanzas de
Euclides. Durante esta estancia en el valle del Nilo, inventé el llamado “Tornillo de Arquimedes”,
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un artefacto capaz de elevar agua desde un nivel bajo a otro mas alto. Este invento es usado
en la actualidad.

Paso el resto de sus dias en Siracusa. Permanecié en contacto con los sabios alejandrinos
y, gracias a la correspondencia que mantenia con ellos, han llegado hasta nuestros dias
NUMErosos escritos.

Entre sus inventos mas destacados encontramos la palanca, la polea (simple y compuesta), las
catapultas y numerosos elementos destinados a la defensa.

Arquimedes Tornillo de Arquimedes
Fuente: shutterstock Fuente: shutterstock

;Quién era Tolomeo?

Fue un astrénomo y matematico (c. 100-c. 170), que domind el pensamiento cientifico hasta el
siglo XVI por sus teorias y explicaciones astronoémicas. Posiblemente nacié en Grecia, pero su
verdadero nombre, Claudius Ptolemaeus, dice lo que realmente se sabe de él: 'Ptolemaeus’
indica que vivia en Egipto y 'Claudius' que era ciudadano romano.

Contribuyd a las matematicas con sus estudios en trigonometria y aplicd sus teorias a la
construccion de astrolabios y relojes de sol.

Claudio Tolomeo Reloj de sol
Fuente: shutterstock Fuente: shutterstock
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;Quién era Euler?

Fue un matematico suizo (1707-1783), sus trabajos se centraron en el
campo de las matematicas puras. Nacidé en Basilea y se licencié a los
16 anos. En 1727 fue miembro del profesorado de la Academia de
Ciencias de San Petersburgo. Fue nombrado catedrético de fisica en
1730, y de matematicas en 1733. En 1741 fue profesor de matematicas
en la Academia de Ciencias de Berlin. Euler regres6 a San Petersburgo
en 1766, donde permanecié hasta su muerte. Aunque tuvo una pérdida
parcial de vision antes de cumplir 30 afos y una ceguera casi total al
final de su vida, produjo obras matematicas importantes, como resefias
matematicas y cientificas.

En su Introduccion al analisis de los infinitos (1748), traté la trigonometria
y la geometria analitica. Entre sus obras se encuentran Instituciones del
calculo diferencial (1755), Instituciones del calculo integral (1768-1770) e
Introduccion al algebra (1770).

;Quién era John Napier?

Fue un matematico escocés nacido en Merchiston (1550-1617), cerca de
Edimburgo. Estudid en la Universidad de San Andrés vy alli fue seguidor
del movimiento de la Reforma en Escocia, después de unos anos tomd
parte en los asuntos politicos de los protestantes y es autor de la primera
interpretacion importante en Escocia de la Biblia.

Principalmente es conocido por introducir el primer sistema de logaritmos
(1614). Ademas, fue uno de los primeros, si no el primero, en utilizar la
moderna notacion decimal para expresar fracciones decimales de una
forma sistematica.

La palabra trigonometria se deriva de dos raices griegas: trigon, triangulo,
y metra, medida, entonces, se tiende a creer su aplicacion solo se limita
o refiere a las varias relaciones entre los angulos de un triangulo y sus
lados. Sin embargo, se ha empleado para calcular areas, distancias,
trayectorias y en el estudio de la mecanica, etc., con base en la resolucion
de triangulos.

La trigonometria al principio aparece como parte de la geometria, que se
ocupa de formular relaciones entre las medidas angulares y las longitudes
de los lados de un triangulo; surgié para resolver inicialmente problemas
de exactitud en la navegacion y en el calculo del tiempo y los calendarios
por parte de los griegos, posteriormente en calculos astronémicos. Por
ejemplo, la solucion del llamado triangulo astrondmico se utiliza para
encontrar la latitud y longitud de un punto, la hora del dia, la posicion de
una estrella y otras magnitudes.

Entonces se dividié en dos ramas fundamentales: la trigonometria plana,
que se ocupa de figuras contenidas en un plano, y la trigonometria
esférica, que se usa sobre todo en navegacion y astronomia, y estudia
triangulos esféricos, es decir, triangulos que forman parte de la superficie
de una esfera.
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Leonhard Euler
Fuente: shutterstock

John Napier
Fuente: shutterstock
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1. Angulos y triangulos

Euclides define un angulo como la inclinaciéon mutua de dos lineas que se encuentran una a
otra en un plano y no estan en linea recta. Segun Proclus, un angulo debe ser una calidad, una
cantidad o una relacion. El primer concepto fue utilizado por Eudemus, quien lo describié como
desviacion de una linea recta; el segundo, por Carpus de Antioch, que lo vio como el intervalo
0 el espacio entre las lineas que se intersectaban. Euclides adoptd un tercer concepto, aunque
sus definiciones de angulos rectos, agudos y obtusos son cuantitativas.

Existen basicamente dos formas de definir un angulo en el plano:

1. Geométrica: se denomina angulo a la amplitud entre dos lineas de cualquier tipo que
concurren en un punto comun llamado vértice. Coloquialmente, angulo es la figura formada
por dos lineas con origen comun. El angulo entre dos curvas es el que forman sus rectas
tangentes en el punto de interseccion.

2. Trigonométrica: es la amplitud de rotacion o giro que describe un segmento rectilineo en
torno a uno de sus extremos, tomado como vértice, desde una posicion inicial hasta una
final. Si la rotacion es en sentido levogiro (contrario a las manecillas del reloj), el angulo se
considera positivo. Si la rotacion es en sentido dextrogiro (conforme a las manecillas del
reloj), se considera negativo.

1.1. Sistemas de medicién de angulos

Las unidades utilizadas para la medida de los angulos son:

Basado en
COIEERICES ¢ Radian (usado oficialmente en el Sistema Internacional de Unidades)

¢ Grado centesimal
e Grado sexagesimal

1.2. Clasificacion de angulos

Con base en su amplitud:

e Agudo: formado por dos semirrectas con amplitud mayor de O rad y menor de /2 rad.
Es decir, mayor de 0° y menor de 90° (grados sexagesimales), 0 menor de 100g (grados
centesimales).

e Recto: deamplitudigual am/2 rad. Es equivalente a 90° sexagesimales (0 100g centesimales).

e Obtuso: aquél cuya amplitud es mayor a /2 rad y menor a st rad. Mayor a 90° y menor a
180° sexagesimales (0 mas de 100g y menos de 200g centesimales).

e Entrante: aquél cuya amplitud es mayor a t rad y menor a 2xt rad. Mayor a 180° y menor
a 360° sexagesimales (0 mas de 200g y menos de 400g centesimales).

También existen:
e Congruentes: aquellos que tienen la misma amplitud.

e Complementarios: aquellos cuya suma de medidas es /2 radianes o 90°.
e Suplementarios: aquellos cuya suma de medidas es w radianes o 180°.
e Conjugados: aquellos cuyas medidas suman 25 radianes o 360°.

En funcién de su posicion, se denominan:
¢ Adyacentes: tienen un vértice y un lado comun, pero no tienen ninglin punto interior comun.

e Consecutivos: tienen un lado vy el vértice comun.
e Opuestos por el vértice: sus lados son semirrectas opuestas.
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Actividad:

Dinamizacion mediante pregunta detonadora vy lluvia de ideas: ;/Qué es un angulo? ¢ Como
se llaman los angulos por su amplitud? ; Coémo se llaman los angulos respecto a su posicion? Actividad

Madulo 2
Trabajo en equipo: identifica la respuesta correcta a las preguntas siguientes y localizalas en el
crucigrama.

1. Par de angulos que suma 360° 2. Angulo que mide mas de 0° y menos de 90°

3. Angulo que mide mas de 90° y menos de 180° 4. Angulo que se forma cuando vemos hacia arriba

5. Angulo que mide 0° 6. Angulo que se forma cuando vemos hacia abajo

7. Angulo que mide 180° 8. Angulos que tienen la misma amplitud

9, Anguo quemids 360°

11. Angulo que mide 90° 12.  Par de angulos que suman 90°
C C E L E Vv A C I O N F N P
@) O E T A C D S T O L T A O Q
N N M F M W Q R L L P E | L J
T J S P E C K U S U A A R C Z
I U D L L A N O R B Q W K B Y
O G E O M E Q B A I X Y N E A
P A K | Q S M C N B M J S J U
R D S D L G K E S E G S W V L
M @) R E J E L P N T E D S C X
S S O P Q H Y O B T U S O R A
A R T R T Z N R N I A G A E R
B C A E Y J H E R I G R F C P
Z A N S P U u R L E u T | T E
T L I I Q R M D A S D U T O W
O L I O G P E R I G O N A L S
T D K N W T @) S B U R O C R I
W C O T E R M I N A L E S A B
Y C I M N J R P D G I N L K L

Conclusion: el alumno reconoce la importancia de lo realizado.
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Actividad
Modulo 2

El numero “1” se llama uno, el “2” se llama dos y asi sucesivamente debido al nimero
de angulos que tiene:

e El 1 tiene un angulo.

e El 2 tiene dos angulos.

e E| 3 tiene tres angulos.

¢ Y el 0 cero no tiene angulos.

Fuente: www.verasoul.com/2009/sabias-que.htm

1.3. Sistemas de medicion

1.3.1. Unidades angulares y relacion entre grados sexagesimales
y radianes

Sistema sexagesimal: en este sistema se divide la circunferencia (una vuelta) en 360 angulos
centrales iguales, sumando en total 360°; cada una de estas partes corresponde a un grado,
es decir 1/360°. El grado es la unidad fundamental y se denomina sexagesimal porque su base
es 60.

1° = representacion de un grado.
1" = representa un minuto.
1”7 = representa un segundo.

1°=60" 1= 60"

Sistema ciclico: en este sistema la unidad fundamental es el radian, definido como la medida
de un angulo central que subtiende un arco con la misma longitud del radio de la circunferencia.

Se sabe que: Despejando al grado, se Ahora despejando al radian,
tiene: se tiene:

1 radiantes = 180 grados

1°= ISLO rad 1rad = 17;& grados

Actividad:

Completa la tabla con base en el conocimiento adquirido.

Sistema sexagesimal (grados) Sistema ciclico (radianes)

27 rad

270°

180°
7v/2 rad

45°

o

57.29° 1 rad
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Actividad:

Realiza los siguientes ejercicios en tu cuaderno: ot
9 ) Actividad

Médulo 2
1. Dibuja el angulo dado y determina el valor de su angulo complementario

p=35°
o =25°
Q=37°15"
p=18°
0 =52°35"

2. Dibuja el &ngulo dado y determina el valor de su angulo suplementario
p=115°
a=97°
Q=127°35"
Y = 148°
0=172°25"

3. Calcula el valor de la magnitud de cada angulo que se indica para cada figura

?)/
B Bl o

M ¢

o =4x, p=2x

A=3x, f=2x,0=4x,p=x

si¢p=40, =50
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Actividad
Modulo 2

1.4. Congruencia (=)
Dos figuras son congruentes cuando tienen la misma forma y el mismo tamano.

La palabra congruente se deriva de las raices latinas con, que significa “con” y gruente,
“concordar”. Las figuras congruentes pueden hacerse coincidir parte por parte: las coincidentes
se llaman “correspondientes”.

El simbolo de congruencia es (=), combinacion de dos (=), que significan: tener el mismo
tamano o medida, y (~), que implica tener el misma forma. La congruencia establece igual
forma y medida.

Postulados de congruencia para segmentos:
e Dos segmentos son congruentes si'y solo si tienen la misma forma y la misma medida.

e Todo segmento es congruente a si mismo.

e Si un primer segmento es congruente con un segundo segmento y el segundo es
congruente con un tercero, entonces el primero es congruente con el tercero.

Postulados de congruencia para angulos:
e Dos angulos son congruentes si y solo si tienen la misma forma y la misma medida.

e Todo angulo es congruente a si mismo.

e Si un primer angulo es congruente con un segundo angulo, y el segundo es congruente
con un tercero, entonces el primero es congruente con el tercero.

Postulados de congruencia para triangulos:
e Dos triangulos son congruentes si tres pares de lados y tres pares de angulos son
congruentes.

¢ Dos triangulos son congruentes si sus lados correspondientes son congruentes (LLL).

e Dos triangulos son congruentes si dos lados y el angulo comprendido entre esos lados
de un primer triangulo son congruentes con dos lados y el angulo comprendido de un
segundo triangulo (LAL).

e Dos triangulos son congruentes si dos angulos y el lado comprendido entre los dos
angulos de un primer triangulo son congruentes con dos angulos y el lado entre ellos de
un segundo triangulo (ALA).

Actividad:

Con base en los postulados verificar si los siguientes casos son congruentes o no y explica
tu respuesta.

A B C D
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LAL (lado,angulo, lado)

B

LAL (lado,angulo, lado)
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2. Definicion y notacion de triangulo

Se define como una porcion del plano, limitado por tres rectas, que se intersectan en tres
puntos (vértices) desalineados.

Los elementos de un triangulo son: tres vértices, tres lados, tres angulos interiores y tres
exteriores.

Para identificar los vértices se utilizan letras mayusculas, para los lados, letras minusculas; los
angulos se identifican con letras del alfabeto griego.

B

C

Figura 1. Triangulo

2.1. Clasificacion de triangulos

Basado en

competencias 2.1.1. Por las longitudes de sus lados

Triangulo equilatero: si sus tres lados tienen la misma longitud y los tres angulos internos miden
60 grados o radianes.

60°

60° | 60°

Figura 2. Triangulo equilatero

Triangulo isosceles: si tiene dos lados iguales con la misma medida los angulos que se oponen
a estos lados tienen la misma magnitud.

Figura 3. Triangulo isésceles

o0
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Triangulo escaleno: si todos sus lados tienen longitudes diferentes, vy la
magnitud de los angulos es diferente.

N

Figura 4. Triangulo escaleno

2.1.2. Por la amplitud de sus angulos

Triangulo rectangulo: si tiene un angulo interior de 90°.

Figura 5. Triangulo rectangulo

Triangulo oblicuangulo: cuando ninguno de sus angulos interiores son rectos
(90°). Por ello los triangulos obtusangulos y acutangulos son oblicuangulos.

k\

Figura 6. Triangulo oblicuangulo

Triangulo obtusangulo: si uno de sus angulos interiores es obtuso (mayor
de 90°), los otros dos son agudos (menores de 90°).

k

Figura 7. Triangulo obtusangulo

o1

Muchos pintores
destacados basaban sus
obras de arte en triangulos,
para que sus pinturas
manifestaran la sensacion
que pretendian reflejar.
Por ejemplo, en “Acrébata
y joven equilibrista”, de
Picasso, la composicion
resulta de dos triangulos
rectangulos, lo que
provoca una sensacion de
estabilidad y seguridad, el
otro invertido provoca la
sensacion inversa,
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Triangulo acutangulo: cuando sus tres angulos interiores son menores de 90°. El triangulo
equilatero es un caso particular de triangulo acutangulo.

<90°

<90° <90°

Figura 7. Triangulo acutangulo

2.2. Rectas y puntos notables de un triangulo

2.2.1. Localizar un punto equidistante de dos puntos dados

Dados los puntos Ry S
P

aYb

Basado en
competencias ) °

e Utilizando regla y compas.
Alos e Con R como centro y radio mayor que la mitad de RS construir el arco “a”.

t”a”QE“OS e Con centro en S, construir el arco “b”.
también se les

llama trigonos, .
| aunque es 2.2.2. Punto medio de un segmento

un nombre

menos comun ¢ Localizar los puntos a y b equidistantes de Ay B.

para estos e Elsegmento que une los puntos ay b intersecta al segmento AB en P (punto medio de AB).
poligonos

Fuente: http:/
es.wikipedia. 7(
org/wiki/

Tri%C3%Al1ngulo

2.2.3. Bisectar un angulo

e Con S como centro y cualquier radio conveniente, construir el arco mn .
e | ocalizar el punto P, equidistante de my n.

o2
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e Trazar el segmento SP , que corresponde a la bisectriz.

\K s)P

2.2.4. Por un punto P, trazar una perpendicular a una recta dada

n

d,) P esta sobre la recta d,) P esta fuera de la recta

e Con P como centro y con un radio conveniente, construir un arco que intersecte a la recta
enRyS.

e | ocalizar el punto T equidistante de Ry S.
e Trazar el segmento PT .

Ejemplo:
En un tridangulo cuyas medidas sean 8, 7 y 5 cm, trace la circunferencia inscrita sobre éste.

¢, Como se utiliza la regla, el compas y las escuadras para el trazo de figuras geométricas?

¢ Conoces el concepto de mediatriz, mediana, bisectriz, altura, ortocentro, baricentro, incentro
y circuncentro?

e Traza el triangulo ABC de base ocho, estoes AC=8, AB=7y CB =5.
B
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e Con el compas, haciendo centro en el vértice C, a una abertura cualquiera, marcamos
en los lados CA y CB los puntos de corte indicados por D y E, respectivamente; con esa
misma abertura del compas hacemos centro en el punto D para trazar el arco que se
cruzara con el arco trazado desde el punto E, el punto de cruce se unira con el vértice inicial
C mediante una linea recta. B

A g C

A la linea recta trazada en el paso anterior se le conoce como bisectriz y es la que divide el
angulo en dos partes iguales.

De igual forma se traza la segunda y tercera bisectriz, a partir de los vértices Ay B.

¢ Al cruce de las bisectrices se le conoce como incentro.

e Con el compas, haciendo centro en el incentro se traza la circunferencia inscrita en el
triangulo.

Conclusion: el estudiante reconocera la importancia de lo realizado en esta actividad.

B

INCENTRO

5
C
A B CIRCUNFERENCIA
INSCRITA
Actividad:
Actividad 1. En tu cuaderno, traza la circunferencia inscrita al triangulo, con las medidas siguientes: 9,

Médulo 2 7,y 5 cm, respectivamente.

2. Realiza la construccion geométrica en Geogebra; este programa informatico nos
permite realizar, de manera facil, trazos de curvas de muchos tipos.

1. Inicia Geogebra.

2. Enlaventana de trabajo, selecciona "Poner 2 puntos". Puedes ubicarlos sobre cualquiera
de los ejes para una facil referencia

o4



Trigonometria: Angulos y triangulos

@, GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda

o as2 .*. Nuevo Punto
ol = .| Clic en Vista Gréfica 0 sobre curva, recta, poligono o funcién

o &
581
S ¢ X Intersseccion de Dos Objetos :
Dobek
L* Punio Medio o Centro

T = 4
3

2 X

°

G
°
1
\ -+ L
- 3 2 1 ] 1 2 3 “4 5 ] 7 L[ 3 ° w0
14
2
-3
4
5
- i Fuente: Geogebra,
@ Entrada: | [* wlle wicComando.. | 2016

3. Selecciona "Segmento entre 2 puntos" de la barra de herramientas, elige 2 de los puntos
que ya haz trazado, Unelos.
4. Repite este proceso para todos los puntos.

=3 S
®; GeoGebra

Archivo Edila Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda

SoERENEEE

2 Objetos Libres Recta que pasa por Dos Puntos
2 A=(1.18, | L X

o antre Dos Puntos

Ja=66 & Segmento dados Funto Extremo y Longitud

/ Semirrects gue pasa por Dos Puntos

/ Veclor entre Dos Punlos

//: Veclor desde un Punto 2 A

... Fuente:Geogebra,
® Entada: | [ @i« Slcommia. = 2016.

oo
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5. Unavez trazado el triangulo, selecciona la opcion "Bisectriz": elige los vértices en el siguiente
orden: A, By C. Se trazara automaticamente la bisectriz.

—
@, GeoGebra
Archivo Edila Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda

BEpEEN --=J A e &

« °°"'°“ Libres /\, Retta Perpendicular
5 A=(1.18, 1.76)
5 B=(444,584)
S C-(76128)  —— RettaParaléla
£ Objetos Dependientet
s a=68 ><' Mediatriz
4 h=5867
Jc=522
J d:-04x + 092y =
p Tangentes
.Q Retta Polar 0 Diametral
.
/Z Ajuste Lineal
&Lyguowmﬁuwo
-1
2
-3
4
-5
Fuente: Geogebra,
Basado en 2016. e - —_— s e ———
competencias  Entraca: | vllx v comando. |

6. Repite lo anterior con los demas vértices, procura que el vértice del angulo al cual se le
trazaré la bisectriz sea siempre el segundo punto elegido.

7. Enla barra de herramientas presiona el botdn "Circunferencia" dado su centro y uno de sus
puntos. El centro es la interseccion de las bisectrices del paso anterior.

E(ll‘ﬂ(‘(‘h!d
Archiva Edila Vista Opciones Herramienlas Ventana Ayuda

l cnw«mum:ncmoymnaemmm
‘ Centroy un Punto de a Circunferencia A

uoo}elosubres ! |8
< A=(1.18,1.76)
J B=(444,584)
4 C=(7.76,1.24)
4 D =(4.36,3.14)

2 Ovjelos Dependientes
Ja=66
J b=567
Jc=522
J d:.0.4x+ 0.92y = 1.15
4 2:-0.49x - 0.87y = .4.88
41X, 002y =43

o

"

04 3 2 1 o 1 2 3 Bl 5 o 7 L ° 0

-1

24

a4

4

-8
Fuente: Geogebra, O A —
2016 @ Entrada: | I* wlla w!Comando . v
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8. El otro punto debe coincidir con cualquiera de los lados del triangulo. Arrastra el cursor
hasta que toque el lado y suelta. Se trazara automaticamente la circunferencia inscrita.

=
®; GeoGebra

Archivo  Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda

@_’ \ a2 Circunferencia dados su Centroy uno de sus Puntos
Centroy un Punto de |a Circunferencia »

(LJ Objetos Libres fle
2 A=(1.18,1.76)
J B=(4.44,589)
4 C=(7.76,1.29)
4 D= (4.36,3.19)

) Objelos Dependientes
Ja=66
4 b=5867
Jc=522
o 04x + 092y = 1.15
 #:-0.49x - 0.87y = .4.88
4 L1x. 002y =43

-

&

"

— ] —_ L T = - Fuente: Geogebra,
© Entada: | [ _iglje ESfcomsndoc. ¥ 0016.

Conclusion: en Geogebra se comprobaran los trazos anteriores.

rj GeoGebra
Archiva  Edila Vista Opcloﬂlt Herramientas Ventana Ayuda

0[5 Pl B3 = o) (3 P \l ][] B

e |

.J Objetos Libres (]
< A=(1.18,1.76)
4 B=(444,584)
4 C=(7.76,1.24) s
J D =(4.36,3.19)
2 E=(2.96,2.38)

(=2 Objetos Dependientes 9
4 a=66
J bh=567
Jc=522
4 d:-0.4x + 0.92y = 1.15 ¥
4 0:.0.49x - 087y = 488
J 1 1X- 002y = 4.3
U X~ 436) + (y- 3.14) = 254 2

® Entraca: | ' — F Bk Scwes. 3] Fuente: Geogebra,

or
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Actividad
Modulo 2

Actividad:

En tu cuaderno traza la circunferencia circunscrita al triangulo con medidas de 8, 7, y 5 cm,
utilizando en Geogebra.

2.3. Semejanza

Una semejanza en general existe cuando puede cambiar el tamafo y la orientacion entre las
figuras geomeétricas, pero no altera su forma.

2.3.1. Semejanza de triangulos

Postulados de semejanza:
e Dos ’mangulos son semejantes si sus angulos son iguales (AAA

A

Figura 9. AAA

Los angulos correspondientesson £ A4=2A"ZB=4B,2C=2(C

e Dos triangulos son semejantes si tienen un angulo congruente comprendido entre dos
lados proporcionales (LAL).

L L,

Figura 10. LAL

¢ Dos triangulos son semejantes, si tienen sus tres lados respectivamente proporcionales (LLL).

Figura 11. LLL P

03
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Para denotar que dos triangulos ABC y DEF son semejantes, se escribe
ABC ~ DEF, el orden indica la correspondencia entre los angulos: A, By C
se corresponden con D, E y F, respectivamente.

El teodolito es un
instrumento que sirve para
medir angulos horizontales

y verticales y es muy

usado en topografia.

Actividad: Consta de un anteojo que
gira alrededor de un eje
vertical. De esta forma

se miden dos tipos de
angulos: la orientacion y la

Trabajo en equipo a realizar en las areas deportivas, patios de recreo.

En la escuela hay estructuras metalicas para sostener el tablero de
basquetbol, en las cuales se aprecian diferentes tipos de triangulos. Con
base en los postulados de semejanza, obtén tres triangulos semejantes e

indica la medida de los angulos y lados, respectivamente. Fuente: http://www.centros5.

Estructura Metalica
Fuente: shutterstock

¢ Sabes trazar triangulos semejantes aplicando una razén y proporcion?

¢ Qué es la medicion de angulos”?

Considerando el triangulo mayor y el vértice C que corresponde con el tablero:

C 315cm

Mide los lados del triangulo ABC.

116 cm

o9

elevacion

pntic.mec.es
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Mide con transportador los angulos interiores. C

C

Conclusion

Basado en
competencias

Ahora completa la tabla siguiente, con base en los dos triangulos semejantes que localizaste
en la estructura.

AB 116

CA = 260cm /A = 105° “DE =116

= . CB _Ca
AB = 116cm ZB =55 FE = FD
CB = 315¢cm ZC =20°

Por ultimo, localiza un tercer triangulo semejante

Mide los lados del triangulo ABC

Mide con transportador los angulos
interiores

60
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Completa la tabla siguiente:

Medida (lado) ‘ Valor del angulo ‘ Razones ‘ Proporciones

Conclusion

Actividad:

¢ Sabes la clasificacion de los triangulos? Actividad
Modulo 2

Con una camara digital o con tu celular toma imagenes de objetos, por ejemplo, un mueble,

una vela, un anuncio con formas triangulares, de cada una de las clasificaciones que aparecen

en la tabla que se presenta a continuacion.

Dibuja una tabla como ésta en tu cuaderno y pega o dibuja las imagenes que encontraste

Triangulo | Equilatero| Imagen Isdsceles Imagen Escaleno Imagen

Acutangulo

Rectangulo

Obtusangulo

Conclusion: el alumno obtendra sus propias conclusiones de la actividad realizada.

O
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3. Triangulo rectangulo

Es el triangulo que tiene un angulo interno recto (90°); los lados que conforman al angulo recto
se llaman catetos y los del lado opuesto se conocen como hipotenusa.

3.1. Teorema de Pitagoras

El Teorema de Pitagoras sefiala que el cuadrado de la hipotenusa, en los triangulos rectangulos,
es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Actividad:

Material: hojas de fomi de colores, tijeras, juego geométrico, lapices y cuaderno.
Actividad & hol ' yoras, Juego g 10, lapices y

Modulo 2
Mediante la siguiente actividad comprobaras el Teorema de Pitagoras.

—

. Traza un triangulo rectangulo de 4 cm de base y 3 cm de altura

. Traza los tres cuadrados que se forman. El primero con la medida de la base, el segundo
con la medida de la altura y el tercero con la medida de la hipotenusa.

. Recorta todas las figuras.

. Calcula el area de los tres cuadrados.

. ¢,Cuanto suman las areas de los cuadrados formados por la base y la altura?.

. Compara el resultado anterior con el valor del area del cuadrado formado por la hipotenusa.

. “La suma de los cuadrados de los catetos de un triangulo rectangulo es igual al cuadrado
de la hipotenusa”, esto es: ¢ = a* + b?

&
_

o7

N

~NOo o~ W

Basado en

competencias

Conclusion
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Actividad:

Juan quiere empotrar en la pared una pantalla LCD de 40 pulgadas. Para ello necesita A,\%]d‘fj‘gazd

determinar la dimension del largo; sabe que la altura es de 25 pulgadas. El tamafio de una
pantalla se determina por la medida de la diagonal.

Imagen Modelo
b =?

a=25"

Imagenes
Fuente: shutterstock

Datos: la diagonal de la pantalla esta representada por ¢ = 40”; lo alto, por a = 25” y el largo,
por b =7

Utilizando el Teorema de Pitagoras:

Sustituimos valores:

Despejamos la variable b:

Realizando operaciones:

Simplificamos:

El largo de la pantalla es:

Conclusion: las dimensiones que Juan debera tener en cuenta para instalar la pantalla son:

03
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Actividad:
Actividad El puente del viaducto de Millau, en Aveyron (Francia), es el mas alto del mundo, alcanza una
Médulo 2 altura de 343 m sobre el rio Tarn, tiene una longitud total de 2.460 m y cuenta con 11 claros

de 311 m entre los pilares. Para reparar uno de los 162 tirantes, un empleado del puente debe
subir a lo mas alto del pilar, cuya altura es de 100 m sobre la carretera.

¢ Qué longitud tiene el tirante mas largo del puente que va a reparar?

c="?
2 100 m
3
| | [
311 m
155m
Utilizando el Teorema de Pitagoras
Basado en calculamos la longitud del cable mas
i ‘ 2 2
competencias largo, representado por la variable c: c=va+b

Sustituyendo valores:

Realizando operaciones:

Simplificando:

La longitud del tirante es:

Conclusion

o4
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3.2. Razones trigonomeétricas

Desde antes de nuestra era, el hombre se entesé por la relacion entre la longitud de un objeto
vertical y la de la respectiva sombra que proyectaba, similarmente se denomina a la razén
entre la longitud de la sombra y la que la genera. Como ejemplo podemos observar la sombra
que proyecta un poste de luz, una antena, un arbol, un asta bandera, un edificio, etc., y para
resolver estas situaciones se utilizan las razones trigonométricas.

Considerando el siguiente triangulo rectangulo, las razones trigonométricas son:

Hipotenusa sen = hip. csc O = hip.

i c.a c.o.
(hip) Cateto b

Opuesto cos O = &4 _mp

(c.0) hip sec ) = c.o.

tan@ =<2 cotf =<9-

0

. c.a. C.0.

Cateto adyacente

(c.a.)

Actividad:

Karen desea determinar el angulo de inclinacion, respecto al piso, de una rampa para personas

con capacidades diferentes, se sabe que la altura mide 18 cm y la diagonal 85 cm. Aﬁgmlgazd

Modelo
85 cm
_~ 0
Angulo de inclinacién 0 Imagen

Fuente: shutterstock

Utilizando la razon trigonométrica seno: Sen 0 = h'ip

Sustituimos los valores y simplificamos:

Efectuando operaciones

Despejamos 0 :

El valor del angulo es:

Conclusion

05
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3.3. Valores exactos de las razones trigonométricas

Con base en los valores de las figuras, completa la tabla que se presenta en la 67:

22 30°

B 60 45 =

f—

45 I—

ON

S

[s}
p—

y=+2)’— )’ r=y (1)’ +1)°

Ejemplo
600 - ﬁ
sen ="
o_
cos 30° = >
1
tan 45° = 1= 1

00
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180° 360°

coseno

tangente

cotangente

secante

cosecante

4. Triangulo oblicuangulo

Es aquél en el que ninguno de sus angulos internos es recto. En nuestro caso utilizaremos la
Ley de senos y de cosenos; también existe la Ley de tangentes.

41. Ley de senos

Es una relacion de tres igualdades que siempre se cumplen entre los lados y angulos de un
triangulo cualquiera.

Considerando el triangulo siguiente:

Entonces:

En el triangulo AMC aplicamos el seno de A: sen A = %
Despejado y, se tiene: y = b sen A

En triangulo BMC aplicamos el seno de B: sen B = %

Despejado y, se tiene: y = a sen B

or
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Ahora Igualando ambas expresiones: b sen A = a sen B
b _ a
Por lo tanto: senB _ send
b _ ¢

o . a
Por ultimo, la ley de senos se escribe como: send

senB senC

Conclusion: la Ley del seno establece que la razén entre la longitud de cada lado y el seno del
angulo opuesto a él, es constante.

4.2. Ley de cosenos

En cualquier triangulo, el cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros
dos lados, menos el doble producto de estos dos lados, multiplicado por el coseno del angulo
comprendido entre dichos lados.

La Ley de cosenos se considera como una extension del Teorema de Pitagoras, aplicable a
todos los triangulos.

La Ley de los cosenos es utilizada para encontrar los valores faltantes de un triangulo
oblicuangulo (no rectangulo), cuando las medidas de dos lados y la del angulo incluido son
conocidas (LAL), o las longitudes de los tres lados (LLL) son conocidas. En cualquiera de
estos casos es imposible usar la Ley de senos.

Considerando el siguiente triangulo oblicuangulo:

A B

La Ley de los cosenos establece:

a*=b*+c*-2bc cos A
b* =a*+ ¢* — 2ac cos B
c=a*+b*—2ab cos C

Esto se parece al Teorema de Pitagoras, excepto que para el tercer término, y si C es un angulo

recto, el tercer término es igual a O porque el coseno de 90° es O y se obtiene el Teorema de
Pitagoras. Asi, el Teorema es un caso especial de la Ley de cosenos.
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Ejemplo:

Dos lados y el angulo incluido (LAL)

Siia=11,b=5y C=20° calcular el lado y los angulos restantes.

A

20°

11

Utilizando la Ley de cosenos:

c=a?+b*-2ab cos C

Sustituimos los valores y simplificamos:

A =112+5 = 2(11)(5) cos C

Efectuando operaciones y aplicando raiz cuadrada:

¢ = 112452 =2(11)(5) cos20°

El valor del lado c: c=6.53
Para calcular los angulos que faltan, ahora se utiliza la Ley de a _ b _ ¢
Senos: senA senB senC
Sustitui | | . 1 __5 _ 653
ustituimos los valores: wend — senB — semd0°
Primero, para calcular el valor del angulo A se utiliza la expresion: 1L _ _653
’ ) senA sen20°
: ) i 11sen20° )
Despejando A: A= sen <76.53
El valor del &ngulo A: A=14482°
D : tiliza | ion siguient | angulo B: > 653
espués se utiliza la expresion siguiente para el angulo B: wenB  sem0°
i : o M)
Despejando B: B = ( 653
El valor del angulo B: B=152°

Conclusion

A= 144 82°

B=152°

09
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Ejemplo:
Tres lados (LLL)

Siia=8,b=19yc= 14, calcular los valores de los angulos.

B
14 8
A C
19
Es mejor calcular el angulo opuesto al lado mas grande, en b= & + C— 2ac cosB
este caso es del lado b:
Sustituimos los valores y simplificamos: 192=82+ 14%> - 2(8)(14) cos B
. . _ 82 +14°—19°
Despejando primero cosB: cosB = —2(8)(14)
El valor de cosB: cosB =-0.4589
Despejando al &ngulo B: B = cos™'(-0.4589)
Basado en
competencias
El valor del &ngulo B: B=116.80°
Para calcular los otros dos angul tiiza la Ley d : a__ b__ ¢
ara calcular los otros dos angulos se utiliza la Ley de senos: send — senB — senC
L _ 8 _ 19 __14
Sustituimos los valores: send — senll6.80° — senC
Primero, para calcular el valor del &ngulo A se utiliza la 8 _ 19
expresion: senA sen116.80°
Despejando A: A = sen' (W)
El valor del angulo A: A=2208°
) " 9 ) ] 19 __14
Después se utiliza la expresion para el angulo C: senl16.80°  senC
Despejando C: C = sen”! <W>
El valor del &ngulo C: C=41.12°
Conclusion:
B=116.8°
14 8
A =2208° C=41.12°
19
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Actividad:

Conocidos dos angulos y el lado opuesto a uno de ellos (ALA).

Actividad
o ) ) ) Modulo 2
Un globo aerostatico es visto, al mismo tiempo, sobre un valle por dos observadoras. Las dos
estan a 2.32 millas de distancia una de la otra. Si las observadoras y el globo estan en el mismo
plano vertical y el angulo de elevacion respecto a la primera del lado izquierdo es de 28°y con
respecto a la segunda es de 37° del lado derecho, ¢,a qué altura se encuentra el globo?
Imagen ‘ Modelo
A
a
2.32 millas Imagen

Fuente: shutterstock

¢ Conoces el triangulo rectangulo? ¢ Sabes cudles son las razones trigonométricas? ; Conoces
la Ley de senos?

Si dividimos el triangulo oblicuangulo, resultan 2 triangulos rectangulos; para resolver uno
de ellos es necesario obtener la medida de un lado, que utilizaremos mas adelante como
hipotenusa, a través de la Ley de los senos.

Obteniendo el valor del angulo A, por suma de angulos
interiores: A + B + C = 180°:

a _ b __c
senA senB senC

Aplicando la Ley de senos:

Para resolver el triangulo del lado derecho de la imagen se utiliza:

Se despeja la variable c:

Se sustituyen valores:

El valor de c es:

Conociendo la longitud ¢, utilizaremos este valor como la hipotenusa del triangulo rectangulo,
que se forma con la persona de la derecha y el globo.

—l 06=37°
[a
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Aplicando la razén trigonométrica seno: sen = L
C

Sustituyendo datos:

Se despeja la altura h:

La altura entre el globo y el suelo es:

Conclusion
Actividad:
Actividad i
Médulo 2 Se conocen dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos

Una familia espafola desea ir en automovil al parque Toledo que se muestra en la figura
siguiente, para esto debe seguir el trayecto a+b+c, si la distancia del punto A (Salamanca) al
C (Toledo) es de 3010 km, y del punto C (Toledo) al B (Zaragoza) es de 3580 km, el angulo de
interno en el punto A es de 41°, cudl sera el recorrido total, a+b+c, si se trae un familiar de
Zaragoza al parque de Toledo y regresar a Salamanca?

Imagen ‘ Modelo

Zaragoza

Salamanca

Parque Toledo
Aplicando la Ley d - a__ b ___c
plicando la Ley de senos: wond — senB — senC
Sustitucién de los tres datos conocidos: 3580 km _ 3010 km

sen41®° —  senB

Despejando el angulo B:

[
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Realizando operaciones, se calcula el &ngulo B:

Se calcula el valor del angulo C: A+B+C=180°

Aplicando la ley de senos, se calcula la distancia c:

Realizando operaciones:

El recorrido que tiene que hacer la familia de B a C es:

El recorrido que tiene que hacer lafamiiade AaBesde: |a+b+c=

Conclusion

Actividad:
- Actividad

. Médulo 2
Se conocen dos lados 'y el angulo formado entre ellos

Resuélvelo en tu cuaderno
El puente del Alamillo es atirantado, cruza el rio Guadalquivir, en Sevilla, Espafa. Consta de
un Unico pilar que actua de contrapeso; para los 200 m de largo del puente utiliza 13 largos

cables. El contrapeso tiene una inclinacion de 48° y ademas cuenta con un mirador que se
localiza a 140 m de altura. ;Cual es la longitud del cable mas largo?

Imagen Modelo

Mirador

Long. del cable
(©)

140 m

Long. del contrapeso

200 m

Puente del Alamillo
Fuente: shutterstock
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Actividad:
Actividad Con base en el siguiente plano, calcular los m? que se indican en la tabla, asi como investigar
Médulo 2 el precio de cada material. Considera que todas las medidas estan en metros.
_—
20m
XA
20m
=02
3.0m
30m 10.50m
===
1.50m
s
3.0m
Basad? en
m NCI
competencias S,Um
[
Plano arquitecténico 20m
Fuente: elaboracion propia 4=

Lugar Material Dimensiones o
unitario
, Alfombra de
Recamaras
uso rudo
Sala Piso laminado
comedor
Gimnasio Tatami
Alberca Azulejo
Jardin Pasto
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Ejercicios adicionales

1. Escribe el valor de las seis razones trigonométricas para el siguiente triangulo: Eiercicios
adicionales

Maodulo 2
4 B
A
3 (

2. Escribe el valor de las seis razones trigonométricas para el siguiente triangulo:

13.85

11.24

9}

3. Calcula el valor de los tres lados y tres angulos para el siguiente triangulo:

N

4. Calcula el valor de los tres lados y tres angulos para el siguiente triangulo:

N

(O]

ke
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5. Escribe el valor de las seis razones trigonométricas para el siguiente triangulo:

2.65

5.36

6. Si Erika mide 1.50 metros de estatura y proyecta una sombra de 1.90 metros, en ese
mismo momento un anuncio de publicidad proyecta una sombra de 3.78 metros. Calcular
la altura del anuncio de publicidad.

Basado en

competencias

Preparatoria num. 5, UAEM
Fuente: foto del autor

7. Si Aldo mide 1.73 metros de estatura y proyecta una sombra de 1.28 metros, en ese
mismo momento el asta bandera del plantel proyecta una sombra de 6.45 metros. ¢Cual
sera la altura del asta bandera?

Preparatoria nim. 5, UAEM
Fuente: foto del autor
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8. Luis va a construir un velero de juguete y quiere pintar las velas de diferente color, una de
color azul y la otra naranja. Calcula el area que va a pintar de color naranja.

Imagen Modelo

Velero
Fuente: shutterstock

9. Investiga el costo de cada pintura y, con una escuadra, mide cada figura para completar
la tabla.

Calcula el costo por pintar el triangulo rojo, azul y el trapecio blanco

Formula para

; Situacion Area Costo total
el area

10. Una escalera esta recargada en un edificio a la altura de un anuncio; una piedra atada a
una cuerda de 2 m de largo pende de un escaldn y toca el piso. Calcula la longitud “L”
de la escalera y la distancia “d” para colocar dicha escalera de acuerdo con los datos
de la figura.

[
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A
8m L
Escalera
2m 2.5m
: - || , Piso
Edificio piedra X
< >
d

11. Un globo aerostatico es visto por dos observadoras al mismo tiempo sobre un valle. Las
dos estan a 1.39 km de distancia una de la otra. Si suponemos que las observadoras y el
globo estan en el mismo plano vertical y el angulo de elevacion respecto a la primera es de
35°y con respecto a la segunda es de 52°, ;a qué altura se encuentra el globo?

Basado en

competencias

Globo aeroestatico
Fuente: shutterstock

12. El puente del Alamillo es atirantado; cruza el rio Guadalquivir, en Sevilla, Espana. Consta
de un unico pilar que actla de contrapeso, para los 200 m de largo del puente utiliza 13
largos cables. El contrapeso tiene una inclinacion de 48°y ademas cuenta con un mirador
que se localiza a 142 m de altura.

El reto es calcular la longitud del tercer cable partiendo del contrapeso hacia el extremo del
puente, toma en cuenta que la separacion de los cables es simétrica.

/3
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Mirador

Puente del Alamillo
Fuente: shutterstock

13. Aplicando Ley de senos, resuelve los siguientes triangulos oblicuangulos con los valores

dados.
1. A=46° Cc=72° a=12.7 Sol. B=062° b=1559u c=1679u
2. A=63°18" B =39°0’ a=172 Sol. C=76°52 b=1233u c=18.75u
3. B=118&° b=145u a=1050u Sol. A=22°15'17" a=622u C =139°44'43"
4. B=60° a=32u b=289u Sol.l C=46°2846" A=73°31'14" ¢=2420u

(calcula dos soluciones) Sol2 C=13°31'14" A=10628'46"c=7.80u

14. Aplicando la Ley de cosenos, resuelve los siguientes triangulos oblicuangulos con los
valores dados.

1. b=12u C=50° a=15u Sol. B=51°35"38" A=7824’10" ¢=1173u 2‘;‘: tig'fgglgg
0 o ) E3] — —_ o B ER) upol I

2. ¢=10u b=6u A=98 Sol. B=2844'20" a=1236u  C=53°154 los lados y Anguios

3. ¢=20u B=170° a=67u Sol. b=6303u  C=17°20"55" A=92°39°05" sele quedaal

4. a=17u b=11u c=13u Sol. A=89°47"59" B=40°19"11" C =49°52°50>  alumno.

15. Desde un punto en el suelo observas la cima de dos puntos elevados: el de la izquierda
es un arbol y el de la derecha es un pefiasco; se presenta un angulo de 160° donde tu
estas observando ¢Cual es la distancia que hay entre el arbol el pefiasco? Sol. 43.31 cm

arbol

penasco

4

Punto donde td estas
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16. Desde el Nevado de Toluca se observan con un aparato de precision dos puntos: el
Palacio Municipal de Zinacantepec y el Palacio Municipal de Toluca; se presenta un angulo
de 138°en el volcan. ¢Cudl es la distancia que hay entre los dos palacios municipales?
Sol. 28 .04 km

volcan

17 km 13 km
138°

Toluca Zinacantepec

17. Desde un penasco un cazador observa una ardilla y un conejo a ambos lados, de 15
m y 25 m, respectivamente, desde donde él esta hay un un angulo de 128° ;Cual es la
distancia que hay entre el conejo vy la ardilla? Sol. 36.22 m

penasco

128°

ardilla conejo

18. Determina el tamano del diametro interior AB de una tuerca, traza un triangulo inscrito a su
circunferencia interna, la altura del triangulo es de 1.5 pies, los angulos de elevacion de los

e ennias puntos Ay B son de 44°30’ y 59°02’, respectivamente, como se muestra en el diagrama.

Calcula la longitud del didmetro AB. Sol. Didmetro AB = 17.12 pies

19. Los angulos de elevacion de un avién comercial respecto a dos puntos A y B, sobre el
nivel del suelo, son de 60° y 78°56’, respectivamente. Determina la altura a la cual se
encuentra el avion si la distancia AB es de 7 km y el avion esta localizado a la derecha de
los dos puntos (elabora un esquema). Sol. altura = 118.34 km

20. Un barco recorre 210 km en direccion N 65° E, en seguida avanza 520 km en direccion
S 35° E. 4 Qué distancia debe recorrer para llegar al punto de partida? Sol. 593.65 km

21. Desde la azotea de un edificio se localizan dos autos alineados sobre una avenida. Las
lineas visuales forman con el piso de la avenida angulos de 63°y 75°25’, respectivamente.
Si la distancia entre los autos es de 4.5 m j,cuél es la altura del edificio? Sol.h=7.29 m

22. Un barco zarpa de un puerto con un derrotero de 300°, recorre 100 millas nauticas y realiza
Su primera parada; al dia siguiente zarpa con un derrotero de 70°, recorre 60 millas nauticas
con su segunda parada. ¢,Qué derrotero debe llevar para llegar al mismo punto de partida y
qué distancia tiene que recorrer? Sol. 336°48'11", 76.72 millas nduticas.
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Respuestas Triangulo rectangulo

1) El valor de las seis razones trigonométricas es:

5 i
_ 5 _ 89
senl % 0.5300 cscl = —5 = 1.8867
8
8 89
cosl = 5 0.8480 secl = —‘/; =1.11792
5 8
tanf = g = 0.6250 cotl = 5= 1.600

2) El valor de las seis razones trigonométricas es:

809 _ _ 1385 _
senf = 1385 = 05841 cscl = go9 = 17119
11.24 _ 1385
cost = 1385 = 08115 secl = 1124 = 12322
8.09 _ 1124
tanf = 114 = 07197 cotl = g00 = 13894
3) El valor de los tres lados y tres angulos:
Lado = 6.708
A =26°33'54"
B =63°26'6"
C=90°
4) El valor de los tres lados y tres angulos:
Lado = 6.7082
A =48°1122"
B =41°48'38"
C=90°
5) El valor de las seis razones trigonométricas es:
5.36 5.9793
senf = 59793 = 0.8964 cscl = 53¢ = 11155
265 59793
cost = S o703 = 04432 secl = 565 = 22563
536 265
tanl = 65 = 20226 cot = 536 = 04944

6) La altura del anuncio de publicidad es de 2.99 m.
7) La altura del asta bandera es de 8.72 m.

8) El area que va a pintar de color naranja es de 285.6 cm?.
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Resumen
Maodulo 2

9) Escribe tus resultados en la tabla correspondiente.

10) La longitud “L” de la escalera es de 10.67 my la distancia “d” es de 7.06 m para colocar
dicha escalera.

Resumen

En este capitulo se estudiaron los triangulos, elementos y su clasificacion de acuerdo con sus
angulos y a sus lados.

Se aprendio la resolucion de triangulos segun el tipo: rectangulo u oblicuangulo 0 una
combinaciéon de ambos, asi como su aplicacion e importancia en nuestro entorno.
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Diagrama de contenidos

G

MEDICION
DE
ANGULOS
Y ARCOS
EN UNA

CIRCUNFERENCIA  CIRCUNFERENCIA

Feeet

o o

Basado en
competencias

FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS
(SENO Y COSENO)

Proposito
Analizar la circunferencia y el sector circular para identificarlos y relacionarlos con su entorno, a
la vez que se calcula su area y perimetro.

Competencias

Competencias disciplinares

1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion de procedimientos
aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales para la comprension y andlisis de
situaciones reales, hipotéticas o formales.

2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.
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Trigonometria: Circunferencia

3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos y los
contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.

Competencias genéricas y atributos

4.  Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante
la utilizacion de medios, codigos y herramientas apropiados.
4.1. Expresaideas y conceptos mediante representaciones lingUisticas, matematicas o
gréficas.

5.  Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos
establecidos.
5.1. Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como
cada uno de sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.
5.6 Utiliza las tecnologias de la informacion y comunicacion para procesar € interpretar
informacion.

Introduccion

En la antigua Grecia se creia que la Tierra era una esfera perfecta, pero sdlo por cuestiones
filosdficas. Platon y Pitagoras no podian concebir la figura de la misma, que albergaba el
pensamiento humano como algo no perfecto. Y, por supuesto, establecieron la idea de una
esfera perfecta, aunque sin fundamentos. Es Aristételes quien aporta evidencias de los dichos
de su maestro Platon, al observar que, en los eclipses lunares, la sombra proyectada sobre
la Luna tenia forma circular. Las preguntas continuaban vy llegd el turno del tamafio. ¢Cuan
grande era la Tierra”?

Eratéstenes, filosofo, astrénomo, matematico y geodgrafo, fue uno de los grandes
pensadores de la antigliedad, sus contemporaneos lo apodaron “Beta”, porque afirmaban
que, era el segundo mejor del mundo en todo. Sin embargo, fue el primero en determinar
la circunferencia de la Tierra y, debido a que vivid en el siglo lll a.C., sus herramientas solo
fueron palos, 0jos, pies y su cerebro.

Siendo director de la Biblioteca de Alejandria, leyd en un papiro que en Siena, actualmente
Asuan, Egipto, en el mediodia del 21 de junio, un palo vertical no proyectaba sombra. Pero
en Alejandria no sucedia esto, si proyectaba sombra, y se preguntd por qué. La primera
conclusion que determind fue que definitivamente la Tierra no podia ser plana, porque, si asi lo
fuera, el Sol produciria sombras de igual longitud para ambos palos, sin importar la distancia
que los separara (el Sol esta tan lejos que sus rayos son paralelos cuando llegan a la Tierra,
véase la figura 1).

Comprendid entonces que la Unica respuesta posible era que la superficie de la Tierra estaba
curvada, y cuanto mayor fuera la curvatura, mayor iba a ser la diferencia entre las longitudes
de la sombra. Y quiso determinar la circunferencia de la Tierra. Sabia que la distancia entre
Siena y Alejandria era de aproximadamente 7° a lo largo de la superficie de la Tierra, por
la diferencia entre las longitudes de las sombras de los palos; si imaginamos los palos
prolongados hasta llegar al centro de la Tierra, formaran un angulo de 7°. Este resultado es
aproximadamente una cincuentava parte de los 360° que contiene la circunferencia entera
de la Tierra. Pero le faltaba un dato, la distancia entre Siena y Alejandria, por o que contratd
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a un hombre para que la midiera a pasos. El resultado era aproximadamente 5 040 estadios
egipcios, que equivalia a 157.2 metros, una distancia de 792.29 kilémetros. Entonces, esta
distancia entre Siena y Alejandria, da como resultado, multiplicando ambos, 39 mil 614.4
kilbmetros. Esta debia ser la circunferencia de la Tierra, sélo un error de aproximadamente
1%, ya que la verdadera circunferencia es 40 008 km. jImpresionante!

RAYOS SOLARES /
>

ALEJANDRIA Y *+. ) o<

> TIERRA

SIENA\
>

Figura 1. Eratéstenes y la circunferencia terrestre
Fuente: Tomado de http://elhombremediocre.blogspot.com/2006/11/eratstenes-y-la-circunferencia.html

80



Trigonometria: Circunferencia

1. Definicion de circunferencia

La circunferencia se define como el lugar geométrico de sucesion de puntos situados
en el plano, todos a la misma distancia de un mismo punto central, llamado centro de la
circunferencia. El circulo es la region delimitada por la circunferencia (que es una curva y el
circulo es una superficie).

Actividad:

Con base en elementos notables de la circunferencia, coloca la letra correspondiente en
cada paréntesis:

C. centro () segmento de recta que une el centro de la
' circunferencia con cualquier punto de ella
. es la recta que intercepta en dos puntos a la

R. radio ()9 o P P

circunferencia
. es un punto que esta a la misma distancia de todos

D. diametro () . .
los puntos de la circunferencia
es una parte de la circunferencia comprendida entre

T. recta tangente ()
dos puntos de ella
es el segmento rectilineo que une dos puntos de la

S. recta secante ()2 gmer a P
circunferencia
es la cuerda que pasa por el centro de la

A. arco ()= quepasap
circunferencia

, es la abertura entre dos radios con vértice en el

. angulo central () ) , .
centro, que intercepta un arco de circunferencia
es la recta que intercepta en un sélo punto a la

Q. cuerda ()= o P P
circunferencia

1.1 Elementos basicos de la circunferencia
Los elementos basicos que integran una circunferencia son:

Centro: punto central que esta a la misma distancia de todos los puntos que pertenecen a la
circunferencia.

Radio: segmento de recta que une el centro con cualquier punto que pertenece ala circunferencia.
Cuerda: segmento de recta que une dos puntos cualesquiera de una circunferencia.
Diametro: segmento rectilineo que une dos puntos de la circunferencia pasando por el centro.
Recta secante: recta que corta dos puntos cualesquiera de una circunferencia.

Recta tangente: recta que toca a la circunferencia en un sélo punto y es perpendicular a un radio.

37
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centro

Figura 2.
Elementos bésicos de la circunferencia

tangente

Actividad:

! 1. Traza en seguida, o en tu cuaderno, tres circunferencias de radios: r=1cm,5 cmy 8 cm.
Basado en Actividad 9 y

competencias Médulo 3

2. Escribe los elementos que fueron necesarios para el trazo de las circunferencias:
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Trigonometria: Circunferencia

3. En tu Ultima circunferencia traza, con diferentes colores, los siguientes elementos: C=centro,
r=radio, D=diametro, T=rectatangente, S=recta secante, A=Arco, § =angulo central, Q=cuerda.
Coloca una letra para su identificacion y entrégalo con tu nombre a tu profesor.

Para saber mas:
Relacion entre dos circunferencias

Circunferencias concéntricas: comparten el centro.

Circunferencias interiores: no comparten ningn punto, una esta dentro de la otra.

Circunferencias tangentes interiores: comparten un punto estando una dentro de la otra.

Circunferencias secantes: comparten dos puntos.
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La circunferencia de
la cintura tiene forma
de pera cuando la
grasa se acumula en
. la cadera y los muslos.
Este tipo de obesidad
esta relacionada con
el dolor de rodillas y
aparicion de varices en
las piernas.

Circunferencias tangentes exteriores: comparten un sélo punto, la distancia
entre sus centros es la suma de sus dos radios.

Fuente: www.imss.gob.mx/salud-
en-linea/infografias/infografia-
sobrepeso

Circunferencias exteriores: no comparten ningun punto, la distancia entre
Sus centros es mayor a la suma de sus radios.

RO T
Basado en Fuente: http:/www.memo.com.co/fenonino/
competencias aprenda/geometria/geomet2.html

Actividad:
Actividad 1. Diferencias entre circunferencia y circulo
Mdodulo 3
Circunferencia ‘ Circulo
Traza una circunferencia de radio = 3 cm Traza un circulo de radio = 3 cm
¢ Cuanto mide su longitud? ¢ Cuanto mide su area?

¢, Cudles son las diferencias entre una circunferencia y un circulo?
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2. Medicion de angulos y arcos en una circunferencia

Investiga otras formas para medir angulos. Puedes consultar: http://www.vitutor.com/al/
trigo/tri_1.html.

Las unidades utilizadas para la medida de los angulos son:
e Grado sexagesimal
e Grado centesimal
¢ Radian (usado oficialmente en el Sistema Internacional de Unidades)

Actividad en equipo:

Trabajo en
equipo
1. Respondan a la siguiente pregunta: ¢,cuantas veces cabe el radio en su circunferencia? Maodulo 3

Sugerencia: pueden utilizar un alambre delgado como unidad de medida, con un largo de 3a 4 cm.

2. Tracen la circunferencia y midan el radio colocando el alambre sobre la circunferencia.
¢ Cuantas veces cupo el radio en la circunferencia?

Comparen sus resultados con los otros equipos. (Es posible establecer una misma
medida? ¢ Cudl es?

o)
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Actividad
Modulo 3

Actividad:

Conoce la manera de transformar un angulo entre unidades angulares, esto es, entre grados
sexagesimales y radianes.

Traza en este espacio una circunferencia con un angulo central de 360°.

longitud =r

Fuente: http:/tatiana-acosta98.blogspot. mx/2011/11/historia-del-
radian.ntml

Radian

Un radian se define como la medida de un angulo central cuyos lados cortan un arco igual en
longitud al radio en la circunferencia del circulo (figura 3), ya que la longitud de este arco es igual
a un radio del circulo, se dice que la medida de este angulo es un radian.

1 radian = (180/n) ° = 57.296°

La ventaja de los radianes sobre los grados es solamente que ayudan a simplificar muchas
formulas trigonomeétricas.

r

Figura 3. Radian
Fuente: http:/rpdp.
net/mathdictionary/
spanish/vmd/full/r/
radian.htm

Para convertir grados a radianes o radianes a grados sexagesimales tenemos que:

360° = 2m rad
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si se divide entre 2, queda la expresion simplificada

180° = wrad

Posteriormente podemos realizar una regla de tres para hacer estas conversiones.

Ejemplo: expresa en radianes los siguientes angulos:

a) 30°=
d) 90°=

7t es medido en rad

Solucion:

b) 45°= ¢) 60°=
e) 120°=

f) 150°=

proporcion:

180° = mwrad
30°=x rad
Despejando x:
a (30°) rad
*=1800
_ 3nrad
T8

Simplificando la fraccion:
X = %md

En decimales:
x=0.5236 rad

a) 30°=: Se puede plantear la

b) 45°= : Se puede plantear la
proporcion:

180° = wrad
45° = x rad

Despejando x:

B (45°) rrad
r=T1800

_ 157rad
=60

Simplificando la fraccion:
=T ud
X = 4 ra

En decimales:
x=0.7854 rad

c) 60°=: Se puede plantear la
proporcion:

180° = mw rad
60° =x rad

Despejando x:

_ (60°) Trad
Y=T180°

Simplificando la fraccion:

T
X = 3rad

En decimales:
x=1.0472 rad

d) 90°=: Se puede plantear la

e) 120°=: Se puede plantear

C 150°=: Se puede plantear

proporcion: la proporcion: la proporcion:
180° =1t rad 180° = rad 180° = ; rad
90° = x rad 120° = x rad 150° = x rad
Despejando X: Despejando x: Despejando x:
_ (90%)zrad _ (120°) zrad _ (150°) 7rrad
Y= 1800 800 T I80°
_ 9nrad 127rad ‘= 157rad
- 18 = 18 - 18
Simplificando la fraccién Simplificando la fraccion: Simplificando la fraccion:
2
X = %md x= Tﬂ-rad X = STﬂrad
En decimales: En decimales: En decimales:
x =1.5708 rad x =2.0944 rad x =2.6180 rad
Actividad:
Expresa en radianes los siguientes angulos: Actividad
Modulo 3
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a) 35°= b) 48°= 0) 70°=
d) 115°= e) 150°= f) 175°=
g) 220°= h) 280°= i) 330°=

stes medido en radianes

3. Sector circular

Angulo central
Es el que tiene su vértice en el centro de la circunferencia y los radios son los lados de ella.

El angulo BOA de la figura 4 es un ejemplo de angulo central.

B

" L] E““
RO LY

LA A

Basado en

competencias Figura 4. Angulo central

Perimetro de la circunferencia: P =2t r

Area del circulo: A = 7t 1

Elementos del circulo

B

Segmento circular: es cada una de las
partes en que se divide un circulo cuando
C se traza una cuerda AB. Si la cuerda es un
diametro, cada parte sera un semicirculo.
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Sector circular: es la parte del circulo
limitada por dos radios y un arco.

Corona circular: es la porcion del plano
comprendida entre dos circunferencias
concéntricas.

Arco de circunferencia: es una parte de
la circunferencia comprendida entre dos
puntos de ella.

Fuente: http:/www.
profesorenlinea.cl/geometria/
CirculoCircunfelementos.htm

Actividad en equipo:

Situacion de aprendizaje
Ocho comparieros se reunieron en la casa de Alfonso para estudiar Trigonometria, y por

recomendacion de su profesor cenarian pizza en forma circular para estudiar los conceptos
de sector circular.

Trabajo en
equipo
Mddulo 3

Apertura
Modulo 3

Iméagenes
Fuente: shutterstock
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Conocimientos previos: concepto de circunferencia, radio, centro, sector circular, area, perimetro,
porcentaje.

Con las dimensiones de la pizza obtendran los siguientes datos:

Desarrollo Diametro cm
Modulo 3
Radio cm
Perimetro cm
Area cm?

Corten una rebanada en forma de sector circular y obtengan los siguientes datos:

Angulo grados
. Angulo rad
4 Longitud de arco MO ———
S=10 Longitud del arco cm
r Area del sector circular cm?

Basado en
competencias

Si dividen el circulo original en 15 partes iguales, obtengan:

Area de un sector circular de cada parte:

Angulo central del sector circular anterior:

Longitud del arco del sector circular de cada parte:

Conclusiones
} Escribe con tus palabras ;,como se calcula la longitud del arco de un sector circular?
Cierre
Médulo 3

Escribe con tus palabras ¢,cémo se calcula el area de un sector circular?

Actividad en equipo:

Ejemplo:
Trabajo en Un limpiador de parabrisas de un automovil mide 90 cm de largo y el hule mide 65 cm; si al
ﬁg;ﬂg% moverse gira un angulo de 110°, calcula el area que limpia.
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0=110°

65 cm
.‘

Ocm

Conocimientos previos

. , . Or* .
Calculo del area de un sector circular A = 5 0 radianes

Transformar la medida de un angulo en sistema sexagesimal a sistema ciclico.

Solucion:

Para calcular el area que limpia el hule, primero se calculara el area del limpiador completo y se

restara el érea que no limpia el hule. A=A, —A

Calculo de areas

Transforma el angulo central en grados a 7 rad
radianes: 0 =110 < 180° >— 1.92 rad
Calculo del area del sector circular con radio 1.92(0.90 )’
de 90 centimetros: W= 5
Simplificando: A, =0.777Tm?
Obteniendo la diferencia de la longitud del | g _ g5 _ 25 o
limpiador menos la longitud del hule,
(radio sin hule): =025m

. . . , 1.92(025)
Célculo del area del sector circular de radio =T 5
de 25 centimetros que no limpia:

=0.06 m*

Obtencion del area que limpia el hule: A=A, -A
Sustitucion: A, =0.777 m* - 0.06 m*
El area que limpia el hule es de: A, =0.72m’

Conclusion

El &rea que seca el limpiaparabrisas es de casi tres cuartos de un m?, exactamente 0.72 m?2,

N

Parabrisas
Fuente: shutterstock
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Actividad:

Actividad Calcula el area de un limpiador de parabrisas de un automaovil que esté a tu alcance. Mide en
Médulo 3 metros tanto el largo del brazo del limpiador como el del hule. Calcula aproximadamente el
angulo central en el que gira el limpiador.

El origen de la puntuacion en el Tenis viene de la Edad Media,
cuando la observacion de los astros era comun, asi como el 15
uso de un instrumento formado por la sexta parte de un circulo 30
que sirve para medir angulos. Por esto, en el Tenis los puntos 45
cuentan de 15 en 15 (15-30-45-60), de tal modo que cada 60
juego suma 60 puntos; tiene 6 sets de 4 juegos, cada uno vale
15 “grados” y se proclama vencedor aquel que primero logra
completar el circulo de 360° de la esfera celeste de los astros.

Fuente; htttp://www.amistad2003.com/sabias.htm

JUEGO
Basado en
competencias
Actividad:
- Situacion de aprendizaje
A’\%‘dﬂggd Del ejemplo anterior, si la bicicleta recorre 210 metros ¢, Cuantas revoluciones o vueltas ha dado
la rueda?
Conocimientos previos
Calcular la longitud de un arco s = 1 =r0, 6 en radianes
Al\ﬁ)edrtlura Transformacion de un angulo en sistema sexagesimal a sistema ciclico.
6dulo 3
) ) [=210m
Se sabe que la longitud y el radio son: =29 em

. : ) _L
De la longitud de arco despejando el angulo: 0= ’

, o _ _ 210m (rad)
Sustituyendo y simplificando: 0= 029 m
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Transformacion del angulo del sistema
ciclico a sistema sexagesimal:

Aplicando regla de tres: o .
1 revolucion: 360 grados:: 6 41489.59 grados | 4 = 41489.59 (Uemlucwn)

180° )

0 =(724.13rad)< — ad

360°
Cuando recorre 210 metros la rueda ha ,
1156.25 revoluciones o vueltas.
dado: ;A
Conclusion: cuando recorre 210 m la rueda ha dado 115.25 revoluciones o vueltas. Gi
ierre
Modulo 3
Actividad:
; i A i>Ai Apertura
Situacion de aprendizaje N

¢ Cuanto se pagara por la construccion de la barda perimetral de un terreno con forma de
sector circular, si el radio es de 23 m y el angulo central mide 135°? Considera el costo de
construccion de barda (mano de obra, primer nivel) a 500 pesos, por metro lineal, 100 pesos
mas el segundo nivel, 200 pesos mas el tercer nivel, y el remate 50 pesos mas.

Construccion en forma de sector circular
Fuente: shutterstock

Conocimientos previos

Concepto de perimetro
Célculo de la longitud de un arco s=1[=r6, 6 en radianes.

Transformacion de un angulo en sistema sexagesimal a sistema ciclico.
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El modelo grafico que representa a la situacion problema es:

0=135°

Obtener la longitud de arco: I=r0 0 en radianes

Transformar del angulo del sistema ciclico a

Desarrollo , ;
Mébdulo 3 sistema sexagesimal:
L 135°
Sustituir y simplificar: [=23 ( TO‘ZT >metros
P=r+r+1
Obtener el perimetro: P=23+23+5419m
P=100.19m
Basado en Obtener el costo de la barda (primer nivel): C,=(500)(100.19) = 50 095 pesos

competencias

Obtener el costo de la barda (segundo nivel): C,=(600)(100.19) = 60 114 pesos

Obtener el costo de la barda (tercer nivel): C,=(700)(100.19) = 70 133 pesos

Obtener el costo de la barda (remate): C,=(750)(100.19) =75 142. 50 pesos

Conclusion

El costo total de la barda (remate) es de (750) (100.19)

Cierre
Mddulo 3

Ejemplo:
La longitud de una circunferencia es de 63.96 cm. ;,Cual es el area del circulo?

Solucion:

Longitud del circulo = 2mr

63.96 cm = 27
6396
=5 = 10.18cm

A= (10.18)2= 325.57cn
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Actividad:

La longitud de una circunferencia es de 69.23 cm ¢,Cual es el area del circulo?
Respuesta: 381.40 cm?

Longitud de arco

Un arco es cualquier porcion de la circunferencia de un circulo.

La longitud del arco (s) de una circunferencia es la distancia que hay desde un punto inicial A
hasta un punto final B.

A

Figura 6. Longitud de arco

La longitud de arco s se calcula con las siguientes relaciones:

s=0r

-ol3)

O en radianes

Recuerda que: mtrad = 180°

Ejemplo:
En un sector circular, el angulo central mide 60° y el radio 16 cm. ¢ Cuanto mide su longitud
de arco?

Solucion:
Convirtiendo de grados a radianes se tiene:

7 rad >
180°

9o
0 = %rad

Entonces, la longitud de arco es:

s=0r

s = <%rad>( 16cm)

s=1.67cm

1071

Actividad
Modulo 3
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Actividad:

Actividad En un sector circular el angulo central mide 45° y el radio 9 cm. ¢ Cuanto mide su longitud de arco*

Modulo 3

Respuesta: s =7.07cm

Ejemplo:
En un sector circular, el angulo central mide 18° y el angulo correspondiente mide Bzim. ¢ Cuanto
mide su radio?

Solucion:
Convirtiendo de grados a radianes se tiene:

wrad )
180°

6 =15

6 = %md

Entonces, de la férmula de longitud de arco:

r g —
RO LY 7 s=0r

Basado en S
competencias r= I
6

r=60m

Actividad:

En un sector circular, el angulo central mide 15° y el angulo correspondiente, 20mmm. ¢, Cuanto

Actividad mide su radio?
Modulo 3

Respuesta: r =240 m
Ejemplo:
El péndulo de un reloj mide 60 cm y al desplazarse cada lado del gje vertical mide f = 15°.
¢Cual es la longitud de arco que describe el péndulo?

Solucion:
Convirtiendo de grados a radianes se tiene:

nrad

B = 150( 180° )
B = 1—7r2rad
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0= 2(%md>

0= %rad

Entonces, la longitud de arco es:
s=0r

s = (%rad>(600m)

s=3141cm
Actividad:

El péndulo de un reloj mide 32 cm y al desplazarse, a = 30° de cada lado del eje vertical. ;Cual
es la longitud de arco que describe el péndulo?

Respuesta; s = 50.26 ¢m

Los antiguos griegos fueron los primeros en advertir que nuestro planeta es esférico.
Aristoteles, quien vivid hace veintitrés siglos, indicd que la Tierra era redonda. Basd

su afirmacion en que algunas estrellas, que eran visibles desde Grecia, no podian ser
vistas desde Egipto, situado al sur. Mas tarde otro sabio griego, Eratdstenes, gedgrafo

y astronomo de Alejandria, logré medir, por primera vez, la circunferencia terrestre.
Eratostenes supo que en Siena (hoy llamada Asuan), ciudad del sur de Egipto, la luz
llegaba verticalmente hasta el fondo de un pozo el mediodia del 21 de junio. En Alejandria,
al norte de Siena, a la misma hora de ese dia los rayos solares formaban un angulo de 7.2°
con una pared vertical.

Fuente: historiaybiografias.com

Area del sector circular

Es la region delimitada por los dos radios y la longitud de arco de la circunferencia en estudio.

B
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(Ve
A4="360°
i 1”26 _  a
A="="" =7 3600
Ejemplo:

Halla el area del sector circular de la siguiente figura, cuya cuerda es el lado del cuadrado
inscrito, siendo 4 cm el radio de la circunferencia.

ﬁ) 2 ( 00° 90°
PR (386>00<90>
8 cm

Calculando el radio del circulo al que pertenece v la longitud de la circunferencia se obtiene los
siguientes resultados:

Egnsw%%?eﬁgias (77 )( r )2 (900)
360°

=4r

r2

T =4

rr=16

r=+16

r=4cm

L=2mnr

L=Q2)(m) (4)=2513cm

Ejemplo:
Calcula el area de un sector circular cuya cuerda es el lado del triangulo equilatero inscrito, i

el radio de la circunferencia es de 3 cm.

W
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x(r)a
360°

_(x)()(120)

360°
A =942 cm?

A=

A

Actividades:

1. Calcula el area de un sector circular cuyo angulo mide 40° y su radio, 10 m. Rt
Actividad
2. Calcula el area del sector circular de la figura mostrada. Maodulo 3

3. En un sector circular de area igual a 100 7, se reduce su angulo a la mitad y el radio se
duplica, se obtiene un nuevo sector circular cuya area es:

4. Dada la figura, AOB y COD son sectores circulares. Halla el area de la region limitada por
ABCD (en u?).

5. Dada la figura, determina el perimetro del sector circular COD; se sabe que el area de la
region limitada por el trapecio circular es 7/4 U2,

6. Un satélite describe una orbita circular alrededor de la Tierra, a una altura de 572 km. En
un intervalo de tiempo, su radio vector (origen en el centro de la Tierra), genera un angulo
de 100°. 4 Cudl es el area de la region barrida por el radio vector? Considera el radio de la
Tierraigual a 6 376 km.

Problemas para el calculo del area y el perimetro
de un sector circular

Ejemplo:
Calcula la magnitud del angulo central en grados de un sector circular de radio igual a 22 cm,
que genera una longitud de arco de 50 cm. Determina también su érea y perimetro.

Solucion:
De la formula s = @ r se sustituyen los datos que se tienen: s =50 cm y r = 22 cm.

Se despeja 0: 0 = % = % = 2.27 radianes

El &ngulo en grados es: 7T rad = 180°
227 rad = x°

x°=180°(2.27 rad) /7t rad= 130°
El angulo central es de 130°.

Para calcular el area del sector circular:

ro _ 22’227

5= > = 54934 cm®

A=
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El perimetro: P=2r +s
Sustituyendo cantidades: P=2(22) + 50

P =94 cm.

Actividad 1:

Actividad Calcula la magnitud del angulo central de un sector circular, el cual debe de estar en radianes si
Modulo 3 tiene de radio 12 my genera una longitud de arco de 32 m. Ademas, obtén su area y perimetro
y dibuja el sector circular con todos sus elementos.

Ejemplo:

Calcula el édrea que riega un aspersor radial si su alcance es de 14 m y gira en un angulo
de 210°. Haz una figura y escribe todas tus operaciones para dar el resultado en metros
cuadrados.

Solucion:
o emnias Para convertir el &ngulo a radianes: 6 = 210°(1rad/57.3%)= 3.67 rad.

142 (3.67) 2=359.66 m2

Actividad 2:

1. Calcula el area que riega un aspersor radial si su alcance es de 7 m y gira un angulo de 220°.

Actividad Haz una figura y escribe todas tus operaciones para dar el resultado en metros cuadrados.

Moédulo 3

3. Calcula el area que riega un aspersor radial si su alcance es de 18 m y gira un angulo
de 300°. Haz una figura y escribe todas tus operaciones para dar el resultado en metros
cuadrados.

Ejercicios
1. En una circunferencia de 15 cm de radio, un angulo central de % radianes 29 intercepta
un arco que mide:

2. Calcula la magnitud del angulo central, en grados, de un sector circular de radio igual a 22 cm,
que genera una longitud de arco de 50 cm. Determina, ademas, su area y perimetro.
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4. Graficas de las funciones trigonomeétricas

Un poco de historia: el problema de la cuerda vibrante

El problema de la cuerda vibrante, mostrada en la figura 1, surge en la segunda mitad del
siglo XVIIl como un reto a grandes matematicos de la talla de los hermanos Bernoulli, Euler,
D’Alambert y Lagrange. Euler y D’Alambert propusieron soluciones en términos de funciones
arbitrarias que representaban dos ondas, una se movia a lo largo de la cuerda hacia la derecha
y la otra hacia la izquierda, con velocidad igual a la constante ¢. Por otro lado, Daniel Bernoulli,
planted la solucion al problema mediante series infinitas de funciones trigonométricas.

Figura 1. La cuerda vibrante

Funcion

Una funcion F real, de variable real, es una relaciéon matematica entre dos conjuntos de
numeros reales x y y, de tal manera que F asigna a cada elemento del primer conjunto un soélo
elemento del segundo conjunto. Al primer conjunto se le denomina dominio y al segundo
rango o imagen de la funcion.

De forma general, F puede escribirse en la forma:

F={(x,y)/y=f(x).xeR}, queselee

“F es el conjunto de todos los pares ordenados de numeros reales (x, y), tal que y es una
funcion de x, x es un numero real”.

107
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Donde y = f{x) representa la regla de correspondencia o de asociacion entre x A y. En teoria de
funciones, "x" es la variable independiente y "y" es la variable dependiente.

Ejemplo:
Realiza un analisis de la funcion definida por la ecuacion y = 2x+1, indica su dominio y rango.
Traza su grafica

Solucion:

La relacion y = 2x+1, escrita en términos funcionales como fix)= 2x+1, es la regla de
correspondencia de una funcion algebraica de primer grado, con dominio y rango el conjunto
de los numeros reales. Asigna a cada x del dominio un correspondiente y del rango, cuyo valor
es el doble de x aumentado en 1.

Si consideramos un subconjunto del dominio de x € [—2,3], por ejemplo, las imagenes
correspondientes en el rango pueden observarse en la figura 2 junto con su modelado gréafico.

y=f(x)=2x+1
Y
2 | f(=2)=2(-2)+1=-3 7 /
6
LT A | (=) =2(-1)+1 =-1 | =241

Basado en 4 4/

competencias

0 | f(0)=200)+1=1

1| f()=2(1)+1=3

01 23 45 6 X7

2 | f(2)=22)+1 =5

f3)=23)+1 =7
Figura 2. Gréfica de 3 ) 3)
lafuncion y = 2x+1

Actividad:

A’\ﬁt,‘d‘“‘dgd Analiza cada una de las siguientes funciones. Indica el dominio y rango de cada una de ellas y
oaulo Lo . . .
traza su gréfica en el intervalo indicado.

1.y=x*+x-4;x E[—4,4]

2. y= xlj;x e [—2,6]
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5. Funciones trigonométricas (seno y coseno)

Es una funcion real, de variable real, donde la regla de correspondencia es de naturaleza
trigonométrica, es decir, la relacion entre x y y la establece una expresion matematica que
contiene una o mas funciones trigonomeétricas directas, reciprocas o una combinacion de ellas.
Algunos ejemplos de relaciones que representan reglas de correspondencia con esta naturaleza
son las siguientes:

y = 3sen (2x)
y =5cos (x + )
y = tan (3x)

Variacion de las funciones trigonomeétricas

La variacion de las funciones trigonométricas directas y reciprocas, y las propiedades
caracteristicas de ellas para un cierto intervalo angular, pueden observarse a partir de
considerar su representacion grafica en un sistema de coordenadas cartesianas. Por ello es
preferible hablar de las funciones trigonométricas de nimeros reales, en lugar de funciones
trigonométricas de angulos, es decir, el dominio sera un conjunto de nimeros reales y el rango
también. El empleo del sistema ciclico en lugar del sistema sexagesimal de unidades angulares
sera nuestra herramienta fundamental.

Sea u la medida en radianes del angulo central 8, que subtiende un arco con extremo inicial en
M(1,0), y con extremo final en P(x,y) sobre el circulo unitario (figura 3).

Y

(0,1)
P(x,y)

(1,0 o=u M(1.0

Xd o ___

(0,-1)

Figura 3. Circulo unitario
De acuerdo con la definicion de las funciones trigonométricas de un angulo en posicion normal 0,
cuya medida es u radianes, las funciones seno y coseno quedan definidas como:

X
send = % y cosf = — comor=1, entonces

r b
y=senu
X=cosu

Cada numero real u define un par de nimeros ordenados: x = cos u'y y = sen u, por o que
el punto P(x, y) puede expresarse como P(cos u, sen u). El conjunto de todas las parejas
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ordenadas de nUmeros reales (u, cos u) recibe el nombre de funcién coseno, definido en el
campo de los numeros reales, mientras que el conjuntos de todas las parejas ordenadas (u,
sen u) se denomina funcién seno en los reales.

En su forma mas elemental y para fines del trazo de sus gréficas, las funciones seno y coseno
pueden escribirse, respectivamente, en términos de sus reglas de correspondencia, como:

y=senu,u R

y=cosu,u R

Cuando u aumenta de 0 a 2x radianes, el punto P(x,y) gira en torno del circulo unitario de
la figura 3, siguiendo el sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj, al mismo
tiempo, sus coordenadas (x, y) experimentan un cambio traslacional en la direccion horizontal
y vertical, descritas por las funciones coseno y seno, respectivamente. Se puede observar en
dicha figura que las variaciones de x y y quedan definidas en el intervalo x € [—1 ,1 ] .

5.1 Variacion de la funcidén seno

Para entender lo que mas adelante ampliaremos, vamos ahora a realizar un andlisis de la
variacion de la funcion seno en su forma mas simple, es decir, para 'y =sen u en €l intervalo de O
a 2. Lo primero que hacemos es calcular algunos pares ordenados (u, sen u) para, finalmente,
Basado en ubicarlos en el plano cartesiano y unirlos mediante una curva suave que pase por ellos. Para
tal propdsito habra que expresar la variacion angular de 6 en términos de radianes definidos
por el nimero real u.

competencias

Recuerda que:
180° = mrad.

Por ejemplo, el valor del angulo 6 = 90° a radianes se obtiene realizando la siguiente
operacion.

_ono Zrad \ . 7rad
0=90 ( 180o>_90 (90°)(2)

0= % rad

Variacion de la funcion Seno

y=senu

u (radianes)

u (grados)

Si trazamos los pares ordenados (u, sen u) en un sistema de coordenadas cartesianas, la
variacion de la funcion y= sen u queda modelada en la grafica de la figura 4.
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14

[

0.8

0.6

04

0.2

y=senu

P

3m/2 27 Sm/2

Figura 4. Variacién de la funcién seno en el intervalo de 0 a 2rt

Como puede observarse en la figura 4, la grafica de la funcidn seno presenta las siguientes

propiedades:
Dominio:
Rango o recorrido:
Valores maximos:
Valores minimos:
Intersecciones:

Periddo:

uelR
yel-1.1]
_x, 1
en u= 2 7[»272'
_ o r 3 7 11
en U= .., =T 5 Ty T My
u=..-m0,27,37,..,n7,n=entero
27 S
Nota: 7 =77

177
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La variacion de la funcién seno para valores menores que O radianes, 0 mayores que 2,
vuelven a ser iguales a las del intervalo analizado en la gréfica de la figura 4, se dice entonces
que la funcién seno es periddica, con periddo 2.

De manera general, la propiedad periddica de la grafica de la funcidon seno, mostrada en la
figura 5, se cumple para cualquier nimero entero n en la relacion sen(u+2pn) = sen u.

v]

PERIODICIDAD DE LA FUNCION SENO (periédo:2m)

Figura 5. Periodicidad de la funcién seno

Forma general de la funcion seno

La funcién seno puede escribirse en su forma general como:

y=Asen(Bu—-C)+D; A#0,B>0

donde los parametros A, B, C y D describen las siguientes caracteristicas de la gréafica:

|A| = indica la amplitud de la onda.
B = afecta el periédo de la onda cuyo valor se obtiene como T = %r .
C = afecta al desfase o desplazamiento de fase de la onda, se calcula como % :

D =es la cantidad de unidades que la gréfica de la funcién seno es trasladada verticalmente,
si D > 0, la gréfica se traslada D unidades hacia arriba, si D < 0, la gréfica se traslada D
unidades hacia abajo.
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5.2. Variacion de la funcion coseno

Si hacemos el mismo andlisis para la funcion coseno, es decir, hacemos variar a x desde 0 a 2zt
radianes, la funcion y = cos x alcanza los valores que pueden observarse en la siguiente tabla:

Y =cos x

X (radianes)

X (grados)

Variacion de la funcién coseno

1.0 | 0707 | 0.0 -0.707 | -1.0 -0.707 00 | 0707 | 1.0
0 T s 3r 7 ST 3 Ir 20
4 2 4 4 2 4
0 45° Q0° 135° 180° 225° 270° | 315° | 360°

La grafica de la funcion coseno se traza al unir los puntos (x, cos x) de la tabla anterior con una
linea suave, este aspecto puede observarse en la figura 6. Al igual que ocurrid con la funcion
seno, la variacion de la funcion y = cos x para valores menores que 0, y mayores que 27
radianes, es la misma, por lo que se dice que la funcién coseno es periddica, con periédo 2.
Esta propiedad periddica, que podemos observar en la figura 7 de la funcidn coseno, satisface
la relacion cos(x+2pn) = cos x para cualquier entero n.

Y
14

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

y= COS X

/2

113

21

Sm/2

Figura 6. Variacion de
funcién coseno en el
intervalo de 0 a 2.
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De acuerdo con la figura 6, la grafica de la funcion coseno tiene las siguientes caracteristicas:

Dominio: xeR
Rango o recorrido: yel-1.1]
Valores maximos: en x = —2x,0,271,4m,...,2n, n = entero
Valores minimos: enx=..-n,7,37,57,7m,..
Intersecciones: X=..,-m,7,37,57,...2n + 1) 7, n = entero
Periddo: 27
v
y= CcOS X
0.5
0
2n -7 0 T o7 3n 4y
Basado en
competencias -05
-1
-1.5
PERIODICIDAD DE LA FUNCION COSENO (peri6do:2m)
-2

Figura 7. Periodicidad de la funcién coseno

Forma general de la funcion coseno
La funcién seno puede escribirse en su forma general como

y=Acos(Bx-C)+D;A#0,B B>0

Los parametros A, B, C y D describen las mismas propiedades caracteristicas definidas para
la gréfica de la funcidn seno en su forma general.

Propiedades ondulatorias de la funciones seno y coseno
Como se habra observado en las gréaficas de las funciones seno y coseno, cada una de ellas

tiene forma de onda, concepto de mucha utilidad en la descripcion de fendmenos fisicos que
tienen un comportamiento ondulatorio en el espacio (figura 8), tal como el sonido, las ondas
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electromagnéticas, las vibraciones, la frecuencia cardiaca, el comportamiento ondulatorio del
agua en un estante cuando un objeto golpea su superficie, etc.

“ 3

Fuente: shutterstock

Figura 8. Fendmenos fisicos de caracter ondulatorio

De acuerdo con lo expuesto, es necesario describir las caracteristicas que presentan las ondas
cosenoidales y senoidales, con el fin de hacer un andlisis profundo de las mismas en los
problemas de aplicacion.

Amplitud. Es la mayor altura que alcanza la onda, medida por encima o por debajo del origen
del sistema de referencia. Se mide en unidades de longitud.

Longitud de onda. Es la distancia que hay entre dos crestas o dos valles consecutivos, en
términos generales describe cuan larga es la onda. Se mide en unidades de longitud.

Cresta. También conocido como monte, es el punto mas alejado por encima de la posicion de
equilibrio (Eje x) de una onda.

Valle. Es el punto mas alejado, por debajo de la posicion de equilibrio (Eje x) de una onda, pero
en el lado opuesto al lugar donde se ubican los montes o crestas.

Periddo (T). Es el tiempo que emplea la onda en completar una oscilacion o ciclo, o bien, es el
tiempo empleado por la misma para completar una longitud de onda. Se mide en unidades de
tiempo, es decir, en segundos.

Intersecciones. Ocurre en aquellos valores de x donde la onda cruza al eje x, es decir, aquellos
puntos donde la onda alcanza la posiciéon de equilibrio.

Maximos y Minimos. Son los valores de x, donde la onda alcanza sus valores maximos y
minimos, es decir, son las abscisas de las crestas y de los valles, respectivamente.

Frecuencia (f). Es inversamente proporcional al periddo: si éste disminuye, la frecuencia
aumenta, y viceversa. Se refiere al nimero de ondas que pasan por un punto por cada
segundo. Se mide en ciclos, vueltas u ondas por unidad de tiempo.

Toda onda presenta estas caracteristicas y nos permite describir el alcance de las mismas en
el medio donde se desplaza, la velocidad de propagacion, la altura maxima que alcanza por
encima de la posicion de equilibrio, etc. Su medida y posiciéon en la onda puede visualizarse
en la figura 9.
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15TY

' Longitud de onda !

Amplitud ) Intersecciones Cresta

T2 AT 9m/2 51

Valle

Minimo /

. M I ;
SR 7 | Periodo

Basado en
competencias

Figura 9. Elementos o caracteristicas de una onda.

Usando las definiciones anteriores, las caracteristicas de gréficas de las funciones seno y
coseno en el intervalo de 0 a 27t pueden sintetizarse en la siguiente tabla.

o Funcién
Caracteristica
Coseno
Periddo (T), seg T=2n T=2n
Frecuencia (f=1/T), 1 1
ciclos/seg =257 f=37
Amplitud 1.0 1.0
Longitud de onda 2 27
Méaximos - 3 1 59 x=..,-4m, -27, O, 27, 67,..
X= STy S TS T,
Minimos - . 13 7 11 X =..,-7, T, 37, 57, 77,..
X= S ST S TS T
Intersecciones x=..,-m, 0, m, 27w, 37 X = -lyr L;r i;r iﬂ’
..y ] ) ’ ] 9 T ey 2 92 72 ’2 9.
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Ejemplo:

Realiza un andlisis general de la variacion de la grafica de la funcion y = 3sen(2x — %) +1.
Traza su gréfica.

Solucion: x
Es una onda senoidal, observa que A=3, B=2, C= 3 yDb=l

Tracemos un periédo completo, para ello tomemos como se dijo antes, el intervalo de su
dominio dado por:

C 2r—C .
X e [ET] , sustituyendo C y B, tenemos
T T
Eiz”‘<3) e[z .24]
YE[T2 M Clee”
y=sen x 1 3.6 3.6 1 -1.6
1 2 3 4 Bl
X 6 67 67 67 67

Como puede observarse en la figura 10, en el mismo plano se encuentran las graficas de
y = 3sen(2x — ?) +1 y=3sen(2x — ?) con el fin de tener una idea de lo que ocurre con la
variacion de la funcion seno, si quitamos 0 agregamos parametros a la forma general. Notese
también que ambas gréficas tienen la misma forma y tamano, la diferencia radica en el nimero

D=1 que traslada la grafica de y = 3sen(2x — %) una unidad hacia arriba para llamarse ahora
y = 3sen(2x—?)+1 .

y = 3sen (2x-n/3)+1

_4

Figura 10. Gréfica de la funcion y = 3sen(2x — %) +1
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El valor de B contribuye a que la grafica se comprima o se alargue, es decir, influye directamente
en el periodo de la gréfica. Con este valor, la funcion es periddica con valor de periddo
2r 2w

T="g =7 ="

El valor de C explica el desfasamiento o traslacion horizontal de la gréfica de la funcion
y = SSen(Zx—%)+1 (figura 10). Como C > 0, entonces la_gréfica tiene un angulo de

. _ _ . T
desfasamiento hacia la derecha, cuyo valor en radianes es x = B €S decir 31
X="H =_T.
2 6
En resumen, las propiedades caracteristicas de la grafica de la funcion y = 3sen (2x — %) +1,

mostrada en la figura 10, son las siguientes:

Dominio: todos los reales(u €°)
Rango o codominio: yel[-1ALlAlLy e[-2.2]
. _2m _2m _
Periodo: T="g% =7 = 2 seg
Amplitud: IAl=2
: I 1

Frecuencia: f= T =5 Hz

Longitud de onda: distancia entre cresta y cresta L=2
A M&ximos: x=-1,1,3,5,..(2n+]) n=entero

Minimos: x=-2,0,2,4,..2n n = entero

Defasamiento: x= %;;

Actividad en equipo:

Trabajo en Relnanse en equipos de tres integrantes y llenen los datos faltantes en la tabla, los datos

equipo solicitados son las propiedades caracteristicas de la grafica proporcionada.
Médulo 3

Y

N Ny
N X

Dominio: y €[, +a]

Rango: yel[-1.1]
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Amplitud 1

Intersecciones con el gje x

Periddo

Frecuencia

Méaximo — _i 37
X= - U,

Minimo

Longitud de onda

Desfasamiento x="5

Nombre de la funciéon Seno

Ecuacion de la funciéon

Actividad:

En tu cuaderno realiza un analisis general de la variacion de las siguientes funciones
trigonométricas para dos ciclos. Traza su grafica, auxiliate con una hoja de papel milimétrico
0 de cuadros.

1.y= -sen<—%x)
2.y= 2sen<x+%>
3.y = 3sen (2x—m)

4.y = 2.55en(x + %)

Ejemplo:
Realiza un analisis general de la variacion de la gréafica de la funcion. Traza su gréfica.

Solucion:
Es una onda cosenoidal. Observaremos que A=2, B=m, C=—nt y D=0. Tracemos un periddo
completo, para ello tomemos, como se dijo antes, el intervalo de su dominio dado por:

xe[%,ZﬂB—C]

sustituyendo C y B, tenemos:

xel:i’ZH'_(_ﬂ')]

xe[-1.3]
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y=senx | -2 1.2x10-1 - -3.6x10-1 2 6.12x10-18 -2 | _85x101° 2

X - 05 0 05 1 1.5 > 25 3

Como puede observarse en la figura 11, se trazan al mismo tiempo las graficas de
y =2cos(mx + 1)y y = 2cos(7x) paratener unaidea general de lo que ocurre con la variacion
de la funcién coseno, si quitamos 0 agregamos parametros a la forma general. La grafica
de la funcion y = 2cos (7x + ) es la misma de la funcion y = 2cos(x), pero trasladada —1
radianes hacia la izquierda.

Los valores minimo y maximo que alcanza la grafica de y = 2cos(7x + ), respectivamente,
son -2y 2. El valor de A realiza este efecto sobre la gréfica.

Basado en
competencias

y = 2cos(mu+7t)

2571

Figura 11. Gréfica de la funcién y = 2cos (x + 1)

El valor de B contribuye a que la grafica se comprima o se alargue, es decir, influye directamente
en el periddo de la grafica. Con este valor la funcion es periddica con valor de periddo
2r 2w >

T="g"=7

El valor de C nos dice el desfasamiento o traslacion horizontal de la grafica de la funcion
y = 2cos (wu + ). Como C < 0, entonces la grafica tiene un angulo de desfasamiento hacia la
izquierda, cuyo valor en radianes es . — %, es decir  _ %

— =1

T

120



Trigonometria: Circunferencia

En resumen, las propiedades caracteristicas de la gréfica de la funcion y = 2cos(rx + )
(figura 11) son las siguientes:

Dominio: todos los reales (x € R)
Rango o codominio: yel-1allAallye[-2.2]
. _2r _ 21 _

Periddo: T="g =74 = 2seg.
Amplitud: IAl=2
F ia: f=d -ty

recuencia: =7 =5 Hz
Longitud de onda: distancia entre cresta y cresta L=2
Maximos: En x=-1,1,35,...,2n+1) n = entero
Minimos: En x=-2024, ..,2n n = entero
Intersecciones: En x=-0505,15,...,(n+0.5) n=entero
Defasamiento x=-1

Actividad en equipo:

ReuUnanse en equipos de tres integrantes y llenen los datos faltantes en la tabla, los datos Trabajo en

solicitados son las propiedades caracteristicas de la gréfica proporcionada. ﬁgéﬂg%
y
4
2

Dominio todos los reales
Rango
Amplitud 9)
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Actividad
Modulo 3

y=tanx

X (radianes)

X (grados)

Intersecciones con el gje X

Periddo T=4m

Frecuencia

Maximo

Minimo

Longitud de onda L=4n

Desfasamiento

Nombre de la funcion

Ecuacion de la funcion y = 3008(%){ +7 ) + %

Actividad:

En tu cuaderno realiza un andlisis general de la variacion de las siguientes funciones
trigonométricas para un ciclo. Traza su grafica, auxiliate con una hoja de papel milimétrico o
de cuadros.

1. y =cos (4x)

2. y= cos(x— %)

3. y= 1.5c0s<x—%)

4. y = Zcos<3x+%>

5.3. Variacion de la funcion tangente

La funcién tangente, definida por la relacion y = tan x, o bien f(x) = tan x, es una funcion real de
variable real, con dominio de todos los reales, excepto en aquellos valores donde el cos x es
cero. Recuerda que

mn(x){o’;g

Si hacemos variar a u en el intervalo de 0 a 2, la funcion tangente toma los siguientes valores:

Variacion de la funcién tangente

0.0 1.0 o0 -1.0 0.0 1.0 o0 -1.0 0.0
T s 3 by 3 In
0 4 2 4 T 4 2 4 27
0 45° 90° 135° | 180° | 225° | 270° | 315° 360°
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Al trazar los pares obtenidos en el plano cartesiano y unirlos mediante una linea curva y suave,
la gréfica de la funcion tangente puede observarse en la figura 12. La gréfica de la funcion
tangente no existe en algunos valores de su dominio, en su lugar se trazan rectas paralelas al
gje Y denominadas asintotas de la funcion tangente.

y |
1.4- I

—_—

|

|

L

1.2 |

—

~—— asintota

A4
1
1

L

1+¢
0.8 1
064 |
0.4+

02/

O D

0 In 57/2 3 *

|

|

|

|

|

|

|

L |
0 M2 & 3q/2
-0.2+
0.4
-0.6+

-0.8+

|

|

|

|

|

I

-le------ 1---# ----------- |
12 [ '
|

-1.44 I
1.6 '
|

|

|

|

-1.8+

|
|
|
[
[
24
|

Figura 12. Variacion de la funcion tangente en el intervalo de 0 a 2mn

En las proximidades de dichas rectas, la grafica se hace infinitamente grande y pequena por
izquierda y derecha, respectivamente. Por ejemplo, cuando u se acerca a % por izquierda, la
grafica se aproxima a +oo , mientras que si u tiende por la derecha, la gréfica de la funcion se
aproxima a —es. También podemos observar que la grafica se repite a cada m radianes, por tal
motivo, la funcion tangente es una funcion periédica con periodo .

En sintesis, de acuerdo con la figura 12, la grafica de la funcion tangente tiene las siguientes
propiedades caracteristicas.
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Actividad

Modulo 3

Resumen
Modulo 3

T T 3 5 (2n+1)7t

Dominio: xeR,x #- 20 g g e 5 . N=entero
Rango o recorrido: y €[00, + 0]
Intersecciones: x=..-7, 0, m, 27, 3m,...,nTT n= entero
Periddo: T
Asintotas £ o T T 3T 5T (n+1)7
nx= 2,2,2,2,..,72 , n = entero
Actividad:

Elige un intervalo adecuado del dominio de las siguientes funciones y traza sus graficas. Realiza
un analisis detallado de todas las propiedades caracteristicas de dichas graficas.

1. y=v5-x

2. y=x'—xX42x-5

oovel 3o 5

4.y=1+cos(3x+%)

5.y = -scos( 3x- ) +3
6. y = 3sen(x—2) -2
7.y = sen(3v)

8.y = 2cs¢(x)

9.y =3cos(x) -2

10. y = 5sec(x)

Resumen

En este capitulo se estudiaron la circunferencia, los elementos basicos que la determinan y el
célculo de su area y perimetro.

Se realiz6 el andlisis de la medicion de angulos y arcos en una circunferencia, sector circular,
asi como la conversion de grados sexagesimales a radianes y viceversa.

Asi mismo, se analizaron los parametros y grafica de las funciones trigonométricas seno y
€oseno y sus valores criticos, maximos y minimos, € intersecciones con el gje x.

Se indican ademas las graficas de las funciones trigonométricas y = tan x, y = cot x, y = sec x,
y = cot x, para el conocimiento de su forma en el plano.

Para la comprension de los temas indicados, es importante el acompafiamiento que dé el
profesor a los estudiantes durante el proceso de ensefianza-aprendizaje.
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Diagrama de contenidos

IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS
Ejercicios Tipos
con de
Identidades Identidades
Trigonométricas Trigonométricas

sen*x + cos*x=1

Propdsito

I[dentificar las identidades trigonométricas, fortaleciendo el andlisis deductivo y razonamiento
l6gico con el desarrollo en la solucion de problemas donde se apliquen identidades fundamentales
y de argumento compuesto.

Competencias

Competencias disciplinares
1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion de procedimientos

aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales, para la comprension y analisis de
situaciones reales, hipotéticas o formales.
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2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos y los
contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.

Competencias genéricas y atributos

4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante
la utilizacion de medios, codigos y herramientas apropiados.
4.1. Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linguisticas, matematicas o
graficas.

5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos
establecidos.
5.1. Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como
cada uno de sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.
5.6 Ultiliza las tecnologias de la informacion y comunicacion para procesar e interpretar
informacion.

Introduccion

Una ecuacion condicional es aquella que se cumple para ciertos valores de la variable, por
egjemplo: (x=3) (x+3) =0 es una ecuacion condicional, dado que la igualdad se cumple para x =3
0 x=-3. Por otro lado, una identidad se cumple para todos los valores de la variable en los que
la igualdad tiene sentido, como en el caso de la expresion (x-3) (x+3) = x2 - 9. Una identidad se
denota por el simbolo =, que se lee “idéntico a”. Existen ocho identidades fundamentales para
las funciones trigonométricas, de gran importancia en el andlisis trigonométrico; se clasifican
en: 1) identidades de reciprocos, 2) de division, y 3) de cuadrados, las cuales se deducen en
funcion de las definiciones de las funciones trigonométricas de los nimeros reales, aun cuando
también se cumplen para las funciones trigonométricas de angulos.
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1. Definicion de identidades trigonomeétricas
Antes de abordar el tema, es importante considerar los siguientes conceptos:
a. Igualdad: existe entre dos expresiones que contiene una, dos 0 mas variables.

b. Ecuacion condicional: aquélla que es verdadera para ciertos valores de la variable
involucrada.

c. ldentidad: aquélla que es verdadera para cualquier valor de la variable, es decir, para
todos aquellos valores que contenga el dominio de la ecuacion se denota por el simbolo
de identidad (=).

Por lo anterior, se puede decir que las identidades trigonométricas se definen como las
igualdades que existen entre las razones trigonométricas de una cierta variable o valor
angular. Las identidades trigonométricas son verifi cables para todo valor de la variable, que no
indetermina a la razon trigonométrica existente en la igualdad.

Las identidades trigonométricas se utilizan principalmente para representar una expresion

matematica que involucran funciones trigonométricas de diferentes maneras, mediante su
factorizacion y simplifi cacion.

Las razones trigonométricas parten del estudio de las razones trigonométricas:

cateto opuesto
sen A =—_———"""—
hipotenusa —
cateto adyacente Hipotenusa
cosA = i
ipotenusa
cateto opuesto
tand = P Cateto Opuesto
cateto adyacente
cateto adyacente
cotA = ,
cateto opuesto
A
hipotenusa \
secd = dvacente Cateto Adyacente
hipotenusa
csCA = —————

cateto opuesto

El estudio de las identidades trigonométricas
es fundamental para la comprension del
estudio del calculo diferencial e integral.
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2. Tipos de identidades trigonométricas

Las identidades trigonométricas se clasifican de la siguiente manera:

a) Reciprocas: se obtienen al efectuar el producto entre dos razones reciprocas, por ejemplo,
sen'y csc, cos 'y sec, tan'y cot.

1. cscd = send
2. secd = cosA
3.cot4d = rand

b) Por division o cociente: representan la division entre dos razones trigonométricas.

1. tanA cosA = senA

_ send
2. tand = cosA
_ cosA
3. cotd = send

¢) Pitagdricas: son el producto de la aplicacion del Teorema de Pitagoras mediante las razones

1. sen’A + cos’A = 1

2.s5en’A = 1 — cos’A

3. cos’A = 1 —sen’A
4. tan*A + 1 = sec’A
5. sec’A —tan’A = 1
6. tan’A = sec’A -1
7.corfA+1 = csc®A
8. ¢csc?A - cor’A = 1

9. coPA = csc*-1

a) ldentidades de argumentos compuestos:
¢ |dentidades de suma y resta de angulos:
1. sen(x +y) = sen(x) cos(y) + cos(x) sen (y)

2. cos(x +y) = cos(x) cos(y) — sen(x) sen (y)

129



Universidad Auténoma del Estado de México [ J Nivel Medio Superior

tan(x) + tan(y) 1 — tan(x)tan(y)
1 —tan(x)tan(y)

3. tan(x+y) =
4. sen(x —y) = sen(x) cos(y) — cos(x) sen (y)

5. cos(x — y)

cos(x) cos(y) + sen(x) sen (y)

tan (x) + tan (y) 1 + tan (x) tan (y)
1 + tan(x) tan (y)

6. tan(x ty) =

¢ |dentidades de productos:
7. sen? (x) = 1/2 (1 = cos(2x))
8. sen (x) cos(x) = 1/2 sen(2x)
9. sen (x) cos(y) = 1/2 (sen (x — y) + sen (x + y))
10. cos® (x) = 1/2 (1 = cos(2x))
11. sen (x) sen(y) = 1/2 (cos (x — y) — cos (x + y))

12. cos(x) cos(y) = 1/2 (cos (x — y) + cos (x + y))

>

'y e |dentidades de angulo doble:

Basado en
competencias 18. sen(2 x) = 2 sen (x) cos (x)

14. cos(2 x) = 2 cos* (x) — 1
15. cos(2 x) = cos® (x) — sen® (x)

2tanx
16. tan(2x) = 1 tan’x

¢ |dentidades trigonométricas auxiliares:

17. sen* x + cos* x = 1 — (2sen’x)(cos*x)

18. sen® x + cos® x = 1 — (Bsen’x)(cos*x)

19. (tan x + cot x) = (secx)(csc x)

20. sec® x + csc® x = (sec*x)(csc™x)

3. Ejercicios con identidades trigonomeétricas

Por medio de las identidades trigonométricas es posible realizar los siguientes tipos de
gjercicios: demostracion, simplificacion, condicionales, eliminacion angular y resolucion de
ecuaciones trigonomeétricas.
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Para resolver gjercicios con Identidades trigonométricas se deben considerar los
siguientes consejos:
1. Elige el elemento méas complejo de la identidad para verificar el factor mas sencillo.
2. Realiza operaciones de suma, resta y multiplicacion de fracciones trigonométricas.

3. Factoriza o realiza los productos notables. Es recomendable expresar la identidad
como producto notable, sobre todo el denominador de una fraccion.

4. Es conveniente escribir un miembro de la identidad en términos de seno y coseno.

5. Es importante mencionar que cuando se realizan gjercicios de identidades
trigonométricas es indispensable determinar el elemento mas sencillo de la identidad.

3.1. Simplificacion de expresiones con identidades

Consisten en reducir cierta expresion mediante el uso de las identidades trigonométricas
fundamentales o auxiliares con transformaciones algebraicas.

Ejemplos:
Simplifica las siguientes expresiones a una sola razon trigonométrica:

sen 2x
2
1+ cos™x

a)

Por identidad cos2x = cos’x — sen’x

B sen 2x _ sen 2x
- 2 2 2 2
1+cos x-sen"x cos'x+1—sen"x

Por identidad cos’x =1— sen’x

sen 2x _ sen2x
2 2 = 2
cos x-cos"x ~ 2cos x

Por identidad sen 2x =2 sen x cos x

_ sen2x _ 2senxcosXx _ senx
2cos”x 2cos” x cos x

b < sen 2x )( sen 2x )
) 1 — cos2x cos x

Por identidad Sen 2x =2 sen x cos x

= tan x

<2senx-cosx><2senx-cosx)
1 —cos2 x cos X

Por identidad sen’x =1 — cos’x

=< 2sen x * cos x )( 2senx>
- sen’x 1
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()

_ (2)(2)cosx-senx _4cosxesenx
senx (1) N sen x

=4cos x

Actividad:

Simplifica las siguientes expresiones a una sola razon trigonométrica:

Actividad
Modulo 4
1. cos (x) tan (x) =
3
csc X -cse'x
2. — 3 =
sen x - sen” x
2
3. _CosX  _

1-senx

4. (1—cosx)(1+cosx) -
sen x o

Basado en
competencias

2
1+tan"x _
cos x

3.2. Verificacion de ldentidades

Consisten en realizar la demostracion de cierta identidad, lo cual implica que el primer o
segundo miembro sea reducido a una misma forma, usando diferentes transformaciones
algebraicas o trigonométricas.

Ejemplos:
Demuestra las identidades trigonométricas indicadas:

a) tan x + cot x = (sec x)(¢sc x)

Solucion. Transformando el primer miembro.

sen x Ccos X

cos x| senx = (sec x)(csc x)

2 2
sen ' x +cos’x __

(COS x)(sen x) = (sec x)(csc x)

Por identidad sen *x + cos *x =1

1

W = (secx)(cscx)
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< : )( 1 )E(secx)(cscx)

CcoSs X sen x

(sec x)(csc x) = (sec x)(csc x)

b) cot ’x = cos* x + (¢sc x)(csc x)

Solucion. Transformando el segundo miembro.
cot* x = cos* x + (¢csc ?x)

Por identidad

2

2 _ COS X
cotx=—" 73—
sen x

2 2
.col'x = cot ' x

1+senx

C) sec x + tan x =
cos x

Solucion. Transformando el primer miembro.

1 +senx_1+senx

CcoS X cos x CcoS X

l+senx 1+senx

cosx ~—  cosXx

Actividad:
Demuestra las siguientes identidades trigonométricas.

1. (cos x)(sec x) = 1

2. (1 + cos x)(1 cos x) = sen’x

sen x
3 =cscx
1-cosx
cos X
4, +sen x = ¢sc x
sen x
sen x cos x
5. + =1
cosx+1 sec x
2 2
sen x —tan " x __
6. = senx

CcoSs X

133

Actividad
Mdodulo 4



Universidad Autonoma del Estado de México [ ] Nivel Medio Superior

Para resolver una ecuacion trigonométrica se utilizan los métodos de solucion de ecuaciones
aplicados en Algebra, entre los cuales se pueden mencionar los métodos de despeje de una
variable en ecuaciones de primer grado, o bien, el método de formula general para ecuaciones
de segundo grado.

3.3 Ecuaciones trigonométricas

Se refieren a la obtencion del angulo o nimero real a partir de ecuaciones que involucran

funciones trigonomeétricas, mediante la aplicacion de propiedades algebraicas y trigonométricas.
Basado en

competencias

Ejemplos:
Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas.

a)d cot®—3=2cot0 -1
Solucion.
4 cot @ —2cot@=-143
2cot=2

2
cotl = >

cotO=1

1 —
tand ~

1

tan 0 =1

0=tan' 1

.0 =45°
b)2cos?0—-1=-cos 0
Solucion:

Una ecuacion cuadratica en su forma general es ax?*+ bx + ¢ = 0, por lo que, agrupando de
esta forma, se tiene:
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2c¢0s*0 + cosf — 1 =0

Esta puede ser resuelta utilizando la férmula general:

a —bi\/b2—4ac

r= 2a

Endondea=2,b=1yc=-1, porlo que, sustituyendo estos valores en la formula general,
se tiene:

—1=/(1) - 4(2)(-1)

cosO = 2(2)

“1+/9

cos 0 = 1
-1+3 2 1 _-1-3 4
0055—74 =24=5 00597—4 4 -1
1+ =_
cosl = 123 cosHZ% cosf=-1
-1
: f=cos -1
_ -1 L _ o
0 =cos 2—60 0= 180°

C)sen 0 —1=2cos*60

Solucion:

En este caso, como no se tiene la misma variable en la ecuacion trigonométrica, es necesario
realizar la sustitucion del cos* 8 = 1 — sen® 6 dentro de la ecuacion.

sen@ — 1=2 (1 — sen®0)

sen — 1=2 — 2 sen*6

Posteriormente, igualar la ecuacion con 0 y resolver mediante la férmula general.
2sen*0 + senf—-1-2=0
2sen*6 + sen -3 =0

Dondea=2,b=1yc=-3, porlo que, sustituyendo estos valores en la férmula general, se tiene:

—1+/(1)—4(2)(-3)

senf = 2(2)

—1++/25
4

sen 0 =
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—1+5
sen O = 1

—1+5
sen9:74

Dos soluciones:

sen 0 =1

0 =sen'1

0=90°

1
sen @ = 1

Conclusion: se considera sen © = 1 porque es la que satisface a la ecuacion

Basado en

competencias ACt|V|dad

- Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:
Actividad

Mdodulo 4
1.cos 0 —3=—cos 0 -1

2.2sen—1=cos -1
3. sen* 0 — 2sec =0

4. cos*0+2cos0-3=0
5.sen* 0 =1

6.2 sen’> 0+ cos 6 =1

Dentro de los gjercicios con identidades trigonométricas se incluyen también los ejercicios
condicionales y de eliminacion angular.

a) Condicionales: consisten en simplificar una condicion dada que resulte ser complicada
en una condicion mas simple, para con ello determinar la expresion pedida.

Ejemplo 1: si se tiene que sen x + cos x = % , determinar (sen x)(cos x).
Solucion:

(sen X + cos x)2 = <%>2
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sen’x + cos’x + (2sen x )(cos x ) = %
Por identidad sen *x + cos *x =1
(2senx)(cosx) =51
(2senx)(cos x) = —=

(sen x)(cos x) = —%

b) De eliminacidn angular: consisten en eliminar todas las expresiones trigonomeétricas y
que al final queden solo expresiones independientes de la variable.

Ejemplo 3: eliminar la variable “x”, a partir de:
senx=a
cosx=>b
Solucion:

De:
sen x =a

Elevando al cuadrado se tiene:

sen’ x = a®
De:
cosx=b

Elevando al cuadrado se tiene:
cos® x = b?

Sumando se tiene:
sen® x + cos’x = a* + b*

De lo anterior se obtiene:

1=a*>+b?

Actividad:
1. Simplifica las siguientes expresiones trigonométricas:

a) (sen x + cos x)*=
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b) (1 + sen x)(1 — sen x) =

cse x
2 =
1+ cot™x

0)

Basado en
competencias

d) sen’x + (sen’x)(cos x) =

o) cos X _
(tan x)(l — sen x) B
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2. Demuestra las siguientes identidades trigonométricas utilizando las ocho identidades
fundamentales.

a) cot B+ tan B = sec B csc B

cotA + cscAcosA

o) cotA =2
secA _
) cot A+tan A ~ send

d) sec® Acot* A — cos* Acsc* A= 1
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e) sec Acos A(1+ cor* A) = cotA

1 + senB

) secB+ tanB = cosB

Basado en
competencias

g) sec Acos A(1+ tan* A) =tanA

B+ tanB
Losb TIang = cos’ B + senB
secB

h)
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i) senB * tan B + cos B=secB

) 1+ cor* A=sec? Acot’? A

3. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) (sen x)> —senx=0

b) 2(cos x)*> = cos x =0
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C)3tanx+3=0

d) 4(senx)*-1=0

e)2(cos x)> —cosx—1=0

)2 cosx=3tanx
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g)2tanx—3cotx—1=0

h) cos®> x — 3cos x =0
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Resumen
Modulo 4

Resumen

Este modulo se enfocd en reducir y verificar expresiones trigonométricas aplicando las
diferentes identidades fundamentales. Asimismo, se menciond que existen otras identidades
denominadas de argumento compuesto y que, en conjunto con las identidades fundamentales,
se utilizan en la solucion de ecuaciones trigonométricas, encauzando al alumno al desarrollo
de su pensamiento légico matematico, mediante la aplicacion de estrategias que le guien a la
solucion acertada de los ejercicios.

Por lo anterior, es importante el acompanamiento que dé el profesor a los estudiantes durante
el proceso de ensenanza-aprendizaje.
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