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Mensaje

A través de su historia, la Universidad Autonoma del Estado de México ha tenido como uno
de sus objetivos fundamentales lograr que el estudiantado reciba una educacién basada en el libre
pensamiento, apelando a un sentido cientifico. La Escuela Preparatoria de la UAEM continuara
mostrandose como un punto de inflexién para la comunidad estudiantil por la calidad de la
educacién que se ofrece al tiempo que se ensefia a adquirir conocimientos, valores, habilidades y
destrezas que favorezcan el entendimiento de nuestro entorno social y ambiental.

La responsabilidad de la Universidad Auténoma del Estado de México es asegurar que la
educacioén que se imparte en la Escuela Preparatoria contribuya a ampliar el horizonte personal y
profesional de los estudiantes. El enfoque para la apropiacion del conocimiento parte de
aprovechar la experiencia de vida y desde la autonomia de pensamiento y la reflexion lograr una
comprensién mdas amplia de la realidad.

El material educativo que tienes en tus manos ha sido elaborado colegiadamente entre
especialistas de cada una de las areas del conocimiento. La creatividad, el pensamiento critico y
reflexivo, asi como el espiritu cientifico del claustro de docencia e investigacion se relne en esta
antologia con el fin de que te acerques al conocimiento con una mirada critica. Este ejemplar ha
sido elaborado con el fin de establecer un aprendizaje dialdgico que estimule tu curiosidad, que te
sirva como guia, y que invariablemente te provoque pasién por el conocimiento.

El objetivo es lograr que recibas una educacién integral e incluyente que incida de manera positiva
en tu trayectoria escolar. Por ello es importante que asumas un compromiso personal, empefio y
dedicacion que te permita apropiarte del conocimiento.

Patria, Ciencia y Trabajo
Doctor en Ciencias e Ingenieria Ambientales
Carlos Eduardo Barrera Diaz
Rector
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| proposito del presente libro de texto es proporcionar los

conceptos mas importantes que comprende un curso de

calculo diferencial, y que éstos contribuyan a mejorar el
entendimiento de esta rama de las matematicas. Se abordan
aspectos, como el de derivadas y limites, entre muchos otros,
con una visién que permita al alumno incorporar los saberes
mediante la practica constante. La finalidad es que el estudiante
sea capaz de identificar, comprender y explicar su contexto
para resolverlo con los conocimientos adquiridos vy, asi, estar
en la condicion de proponer y enfrentar nuevos problemas. Por
ello, en el presente texto se promueve el aprender a aprender
con secuencias de ejercicios en los que se van integrando los
conocimientos previos hasta lograr la resolucién de ejercicios
en forma auténoma.

La importancia del célculo diferencial radica en que es parte de
la vida diaria, en cualquier momento el lector puede estar en una
situacién en la que esté presente; se aplica de muchas maneras
en nuestra vida cotidiana, como al momento de querer vender
algun producto reduciendo gastos o pérdida de material.

El calculo diferencial es un método universal que se puede aplicar
en fisica, quimica, biologia, contabilidad, por mencionar algunas
disciplinas. En cualquier proceso que pueda ser traducido a
una funcién, ahi estard presente. Su aplicacion mas conocida
es la determinacion de méaximos y minimos de una funcién.
También ayuda a proponer modelos de crecimiento poblacional,
crecimiento de activos de empresas, comportamiento de partes
mecanicas de un automovil y muchas aplicaciones en ingenieria
y fisica, como en la fabricacion de chips, en la miniaturizacion de
componentes internos, en la digitalizacion de iméagenes, sonidos
y videos. Y con todo ello ha contribuido al avance tecnolégico.

El libro estd integrado por cuatro moédulos, los cuales se
desprenden del Programa de Estudios de la Asignatura de
Calculo Diferencial del cau 2015.

-

PRESENTACION
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Universidad Auténoma del Estado de México e Nivel Medio Superior

Modulo 1

Basado en

Competencias Limite de una funcién

Competencias genéricas y atributos

1. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos
teniendo en cuenta los objetivos que persigue.

1.1 Enfrenta las dificultades que se le presentan y es
consciente de sus valores, fortalezas y debilidades.

1.4 Analiza criticamente los factores que influyen en su toma
de decisiones.

4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos
contextos mediante la utilizaciéon de medios, codigos y
herramientas apropiados.

4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones
lingUisticas, matematicas o graficas.

4.5 Maneja lastecnologias de lainformaciény lacomunicacién
para obtener informacion y expresar ideas.

5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a
partir de métodos establecidos.

5.1 Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva,
comprendiendo cdmo cada uno de sus pasos contribuye
al alcance de un objetivo.

5.2 Ordena informacién de acuerdo a categorias, jerarquias y
relaciones.

8. Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.

8.1 Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar
un proyecto en equipo, definiendo un curso de accion
con pasos especificos.

8.2 Aporta puntos de vista con apertura y considera los de
otras personas de manera reflexiva.

8.3 Asume una actitud constructiva, congruente con los
conocimientos y habilidades con los que cuenta dentro
de distintos equipos de trabajo.

10



Célculo Diferencial: Limite de una funcion

Competencias disciplinares basicas

. Construye e interpreta modelos mateméticos mediante
la aplicacion de procedimientos aritméticos, algebraicos,
geométricos y variacionales, para la comprension y anélisis
de situaciones reales, hipotéticas o formales.

. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando
diferentes enfoques.

. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante
procedimientos matematicos y los contrasta con modelos
establecidos o situaciones reales.

. Argumenta la solucion de un problema, con métodos
numéricos, graficos, analiticos o variacionales, mediante el
lenguaje verbal, matematico y el uso de las tecnologias de la
informacién y comunicacion.

. Analiza las relaciones entre dos o méas variables de un proceso
social o natural para determinar o estimar su comportamiento.

. Cuantifica, representa y contrasta experimentalmente
o mateméaticamente las magnitudes del espacio y las
propiedades fisicas de los objetos que lo rodean.

. Interpreta tablas, gréficas, mapas, diagramas y textos con
simbolos matematicos y cientificos.

11



Basado en
Competencias

Universidad Auténoma del Estado de México e Nivel Medio Superior

1 Limite de una funcién

El Burj Khalifa es el edificio mas alto del mundo y estéd ubicado en Dubdi, tiene
828 metros de altura; supongamos que dejamos caer una pelota desde lo més
alto y deseamos saber cudl es su velocidad después de 5 segundos.

Para resolverlo, debemos recordar los conceptos aprendidos en fisica sobre caida
libre, despreciando la resistencia del aire.

. ., 1 . .
Primero calculamos la altura con la expresion y = - gt? para un espacio de tiempo
de 5 a 5.1 segundos:

(9.81)(5)2 = 122.625

Nl= N=

(9.81)(5.1)2 = 127.579

Por lo tanto la velocidad promedio sera:

distancia recorrida _ 127.579 — 122625
tiempo transcurrido - 51-5

= 49.54 m/s

En la siguiente tabla se muestran los resultados de célculos similares de la
velocidad promedio durante periodos sucesivos més pequefios:

Intervalo de tiempo(s) Velocidad promedio (m/s)
5<t<6 53.955
5<t<5.1 49.540
5<t<505 49.295
5<t< 501 49.099
5< t< 5001 49.054

Ocurre que, conforme acortamos el periodo, la velocidad promedio se aproxima
a 49 m/s. La velocidad instantdnea, cuando t = 5, se define como el valor limite
de estas velocidades promedio durante periodos cada vez mas cortos que se
inician en t = 5. Dicho de otra manera, cuando el tiempo tiende a 5 significa que
cada vez nos acercamos mas a 5 en intervalos muy pequefios; cuando esto pasa,
la velocidad tiende a 49 o se acerca cada vez mas a 49. Por lo tanto, la velocidad
instantdnea después de 5 segundos es de v = 49 m/s.

12



Célculo Diferencial: Limite de una funcion

Una representacion matematica de esto es:
limv(t) = 49
t>5

Se interpreta, el limite de la funcién velocidad, cuando t tiende a 5, es igual a 49.

El concepto de velocidades estd muy relacionado con el concepto de tangentes;
si trazamos la gréfica de posicion contra tiempo, que es la gréafica de velocidades,
podemos observar que entre mas grande es la distancia entre el punto Py el

punto Q, la recta es una secante y la pendiente de esta recta es el promedio de
la velocidad:

Grafica de la funcion s =< gt> con una recta secante que pasa por los puntos Py Q.
Disminuyendo la distancia entre el punto Py el punto Q, esto significa que Q

tiende a P. En las gréficas ay b podemos observar que la recta se va convirtiendo
de una secante a una recta tangente, como se observa en la grafica c:

150

Pendiente de la recta secante = velocidad promedio

a) Grafica del punto Q cuando tiende a P.

13
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Pendiente de la recta secante = velocidad promedio

p Pendiente de la recta tangente = velocidad instantanea

c) Gréfica de la recta tangente en el punto P.

Esto nos indica que el limite de estas velocidades conforme se utilice un
incremento muy pequefio o que tiende a O debe ser igual a la pendiente de la
recta tangente en el punto P: el limite de las pendientes de las rectas secantes.

14



Célculo Diferencial: Limite de una funcion

Ejemplo
Analizar el comportamiento de la funcién f(x) = x? - x para valores cercanos a 2.

Solucién:

En la siguiente tabla se proponen valores cercanos a 2 por la izquierda.

x f(x)
1.0 0

1.5 0.75
1.9 1.71
1.99 1.9701
1.999 1.997

Se observa que cuando se aproxima a 2 por la izquierda, f(x) se aproxima a 2.

En la siguiente tabla se proponen valores cercanos a 2 por la derecha.

x f(x)
3.0 6

2.5 3.75
2.1 2.31
2.01 2.03
2.001 2.003

Se observa que cuando x se aproxima a 2 por la derecha, f(x) se aproxima a 2.

15
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M 1.1. Definicién

De lo anterior podemos definir el limite de una funcién real f(x) de la siguien-
te manera:

“El limite de una funcién f(x), cuando x tiende a un nimero real a (x—a), es

igual, es igual a un nimero real L". Esto se denota como: lim f(x) = L.
xX=>a

Il 2. Limites laterales

En las siguientes gréficas podemos observar el limite cuando la variable x tiende a
1,y nos acercamos proponiendo valores por la izquierda y valores por la derecha.

En la gréfica observamos que si nos acercamos a 1 por la izquierda, el limite de la
funcion se acerca a 4. De la misma manera, si nos acercamos a 1 por la derecha
el limite de la funcién se acerca a 4, por lo que el limite de la funcién es 4.

Analicemos la siguiente gréfica:

01 o o1 02 03 04 05 06 o7 o 0o 1 11 12 13 14 15 16 e 18 19 2 2 22 23 24 25 26 27

16



Célculo Diferencial: Limite de una funcion

En la grafica observamos que si nos acercamos a 1 por la izquierda en el eje x,
las imagenes de la funcion se acerca a -1; de la misma manera, si nos acercamos
a 1 por la derecha en el eje x, las imdgenes se acercan a 1. Las imagenes son
diferentes por lo que el limite no existe.

De lo anterior se puede definir los limites laterales como:

El limite de una funcién f, cuando x se aproxima por la derecha a un nimero

real a es igual a L,. Esto se denota como: lim f(x) = L,
xX=>a

El limite de una funcién f, cuando x se aproxima por la izquierda a un nimero

real a es igual a L,. Esto se denota como: lim f(x) = L,
X>a-

Observacion: si el resultado del limite por la derecha es igual al limite por la
izquierda, entonces el limite existe. Esto es:

lim f(x) = L siy solosi lim f(x) =Ly limf(x)=1L
x> a* x> a”

X>a

En caso de que los limites laterales de la funcién no sean iguales, se dice que el
limite no existe.

Ejemplo

Calcular el limite para la siguiente funcion:

lim h(x);
x> -1

_(2x+ 5parax < -1
h(x)—{ 3 parax> -1

Solucién:

Para resolverlo se usa el concepto de limites laterales y proponemos valores
cercanos a -1 por la izquierda, utilizando la funciéon 2x+ 5 para x<-1, y
proponemos valores por la derecha cercanos a -1 utilizando la funcién constante
3 parax>-1L

Tabulando para calcular los limites:

Por la izquierda li1r11 2x+ 5
x-»>—=1"

x f(x) =2x+5
-1.5 2(-15)+5=2
-1.1 2(-1.1)+5=28
-1.01 2(-1.01)+5=298
-1.001 2(-1.001) + 5 = 2.998

Observamos que cuando mas nos acercamos a -1, el valor de la funcién se acerca
a 3. Es decir:

lim 2x+ 5=3

x-»>-1"

17
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Por la derecha: liTT]l 3
x->—-1"

-0.5
-0.9
-0.99
-0.999

w W w W W

Observamos que el valor de f(x) siempre es 3. Es decir:

lim 3=3

x> -1t

Como los limites por la izquierda y por la derecha son iguales, entonces el
limite es 3.

Esto graficamente es:

IN

o o limite por la derecha
limite por la izquierda <
—> h(x)

18



Célculo Diferencial: Limite de una funcion

Ejercicio
Calcular el limite de la siguiente funcién cuando x » 1

2—x parax< 1

f(x)z{(x-nz x> 1

I 3. Calculo del limite de una funcién
aplicando teoremas

I 3.1. Teoremas para calcular el limite de funciones algebraicas

Para poder calcular los limites, como hemos visto antes, se pueden obtener
graficamente o bien utilizando procedimientos algebraicos y trigonométricos,
mediante el uso de los siguientes teoremas:

Sea ceR y ademas los limites de f(x)y g(x) de las funciones existen, entonces:

1. limlf(x) + g(x)] = Jl{irr;f(x) + lim g(x)

2. Jl{inli[f(x) - gl = Jl{in;f(x) - )lcinég(x)
3. limcf(x) = c)lcirzzf(x)

4. Jl{ini[f(x)g(x)] = )lcirﬁf(x) lim g(x)

X>a

o L2 7 _ BT G g
5‘ chljﬁ[ (x) ] - limg(x) xeag(X) * O

x>a

6. lim[ f(x)1™ = [lim f(x)]1™ con n entero positivo
x> a x> a

7. limc=c
X>a

19
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Ejemplo

Calcular el siguiente limite mediante el uso de los teoremas:
lim(2x? — 3x + 2)

X2

Solucién:
Utilizando teoremas de limites:

lim(2x% — 3x+ 2) = lim2x? — lim3x + lim2
X2 x-2 x-2 X2

= 2limx%? - 3limx+ lim2
X2 x> 2 x> 2

2(2)-3(2)+2=8-6+2=4

Por lo tanto:
ll'7r21(2x2 -3x+2)=4

Ejercicio

Calcular el siguiente limite:
lim(3x2 - 2x+ 1)

x> 2

20



Célculo Diferencial: Limite de una funcién

Ejemplo

Calcular el siguiente limite:
2_

lim i x—2#%0

x2 X — 2

Solucién:
Al sustituir el valor de 2 en la variable x, nos queda 0 sobre 0 (a esto se le conoce
como forma indeterminada).

Por lo que factorizamos el numerador:

lim (x=-2)(x+2)
x=2 x_2

Simplificando im (x+2)
Finalmente sustituimos el valor de la variable:
lim(2+2)= 4

Veamos esto graficamente:

7
EHimite es 4 < 5
N
\4
4 A

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 2 -1 1 2 3 4 ($) 6 7 8
\\
-1 \
-2 - -
Silx tiende a
-3
-4
-5
-6

21
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Ejercicio

Calcular el siguiente limite:

i x? =1
xl->n11x3 -1
Ejemplo

Calcular el siguiente limite:

. 3x -6
m——-s=
x+24/3x - +/6

Solucién:
Primero racionalizamos el denominador multiplicando por su conjugado,
(Unicamente se cambia el signo intermedio)

lim 3x-6 \/§+\/g
2 3x =46 |Bx +4/6

En el denominador tenemos una diferencia de cuadrados (a —b)(a+b) =a’ - b*

Simplificando:

i BX=6)(Bx +46) _ | (Bx=6)(x3x ++/6)
w2 (Px)y =) w2 3x-6

Simplificando numerador y denominador:
lirrzzx/§+\/€
Sustituyendo el valor de la variable:

lim ,[3(2) +./6 =2./6

22



Célculo Diferencial: Limite de una funcion

Ejercicio
Calcular el siguiente limite:

x—1

lim——
x- 1 \/x— 1

I 3.2. Teoremas para calcular el limite de las funciones
trigonométricas

Para calcular el limite de una funcién trigonométrica se utilizan algunos teoremas
e identidades trigonométricas para su simplificacién correspondiente.

A continuacién analizamos algunos de ellos y después se generalizan.

Por ejemplo, si tenemos la grafica de la funcion seno.

y=senx

0.5

Si observamos el limite cuando x tiende a 0, el limite de la funcién también vale 0O;
esto es:

limsenx =0
x-0

23
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De la misma manera, si observamos el comportamiento de la funcién coseno:

Si observamos el limite cuando x a tiende a 0, el limite de la funcién tiende a 1;
esto es:

limcosx =1
x-0

Ahora evaluemos el siguiente limite:

senx

lim
x>0 X

Para evaluar este limite calculamos los limites laterales de la siguiente manera:

sen x sen x
x x
X X
-n/2 =-1.57 0.6369 1.57 0.6369
-n/4 =-0.7854 0.9003 0.7854 0.9003
-n/8 =-0.3927 0.9744 0.3927 0.9744
-n/16 =-0.1963 0.9935 0.1963 0.9935
-n/32 =-0.0981 0.9983 0.0981 0.9983
Como podemos observar:
sen x
lim =
x>0 X

24



Célculo Diferencial: Limite de una funcion

De estos resultados podemos establecer los siguientes teoremas:

1.limcosu =1
u-»0

. senu
2. lim =1
u>0 U

u

3. lim
u>0senu

. lim
usotanu
tanu

5. lim =
u-»>0 u

Recordando algunas identidades trigonométricas.

Csc A =
Sen A
Sec A=
Cos A
Tan A = Sz
Cos A
Cot A= G541
Sen A

Ejemplo

Calcular el siguiente limite:

~ 3sen?(x—3)
lim————
x>3 X2 —6x+9

Solucién:
Descomponiendo el sen* en dos factores y factorizando el denominador:

i 3sen’(x—3) —l 3sen(x —3)sen(x - 3)
#3 X = 6x+9 3 (x=3)(x-3)

.. sen u
Utilizando el teorema de ——=1enelqueu=x-3
u

lim3sen2(x—3) . 3sen(x - 3)sen(x - 3)
w3 xT—6x+9  x3 (x-3)(x-3)

25
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Ejercicio

Calcular el siguiente limite:

i x2—4x+ 4
= 7sen?(x — 2)

Ejemplo
Calcular el siguiente limite:

 Ax’+6x-4
m-————
xod tan(2x - 1)

Solucién:
Factorizando el numerador:

2 p— p—
A H6x=4_ (2x-D2x+4)

x>1 tan(2x-1) _x,% tan(2x-1)

u

Utilizando el teorema de =1 enelque u=2x-1

tanu

. 2x+4
lmll
X>—

2

Sustituyendo el valor de la variable:

lim
X5 —
2

2x+4 :2(1

f)+4=5
2

26



Célculo Diferencial: Limite de una funcion

Ejercicio

Calcular el siguiente limite:

(X2 - x)tan(x - 1)
lim
x> 1 2x— 2
Ejemplo

Calcular el siguiente limite:

(8x + 4)sec(2x + 1)
4x2 -1

lim
)

Solucién:
Factorizando numerador y denominador y sec(2x +1) =
402x +1)
) cos(2x+1) . cos(2x +1)
lim =1
ook Qu-D@x+D) ol Qu-DRr+D)
1

1
cos(2x +1)
42x +1)

Multiplicando extremos por extremos, medios por medios:
lim 4(2x +1)
ro-1 (2x=1)(2x +1)cos(2x +1)

Simplificando términos:
, 4

lim —M—

> _;, (2x =D cos(2x +1)

Sustituyendo el valor de la variable y recordando que cos (0) = 1

lfrfl;, (2x-1) cjs(2x+l) - {2 [_ 1] :

X
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Ejercicio

Calcular el siguiente limite:

i X%+ 3x+ 2
xir—nz(x+ 2)sec(x + 2)

Il 4. Limites de funciones
en que la variable tiende a infinito

Explicacién intuitiva
Si graficamos la funcién f(x) = J—C, se tiene la siguiente imagen:

1.0;
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Célculo Diferencial: Limite de una funcion

Observemos que la gréfica (la curva dere- x £lx)
cha de la figura anterior) va descendiendo :
conforme el valor de la x crece. Analicemos 1 F(1) ===1
la tabla de la derecha, para que compren- 11
damos su comportamiento mas a fondo. 2 f(2) === 0.5
Sélo se presentaré la tabla con nimeros po- 1
sitivos para x. 3 f3)=5=033
Analiza.ndo la tabla, notamos que conforme 4 £(4) = 1 o5
va creaendo el valor de la variable x, el valor 41
de < ~se hace cada vez mas pequefio. Por ello, 5 f(5) = £ =02
el limite de - cuando x tiende a 0 es 0 y se -
denota como: 6 f(6) = 5= 016
1
. 7 f(7) ===014
lim —=0
x>0 X 1
8 f(8) ===10.12
8
1
. . 9) = == 0.11
Ahora si hacemos que el denominador 7 19 =3
1
se haga mas grande elevandolo a cierta 10 £10) = == 01

potencia entera positiva, tendriamos - — y nos
acercariamos mas rapido al 0. Analicemos la 100 £(100) = 1 _ oo

siguiente tabla cuando n = 2. 1(1)0
1000 £(1000) = = 0.001
. 1
Para n = 2, tendriamos: = 1
x x flo) ==
1
1 f(1) = —2=
Observando los resultados de la tabla, se R
concluye que el limite de — cuando x » e 2 f(2) = 55=7=1025
resulta O, es decir: 1
3 f(3)=3—2=§=0.11
1 ( 1 _ ! _
lim—=0 4 fl4) = 5= 75-=006
e 11
5 f(5)=5—2=g=004
- , : 11
El siguiente teorema nos ayudara a generali- 6 fl6) = =5 = 35 = 002
zar el andlisis anterior: 1
7 f(7) = —2— E= 0.02
(8) = - = 0.01
T 8 18 =g=5="
eorema —
k 9 f(9)=9—2=a=0.01
lim—=10, parake Ry neN - »
e X 10 £(10) = =05 = === 001
1 1
100 f(100)=w= 10000 0.0001
1 1
1000  f(1000) = = 0.000001

10002 _ 1000000
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Los siguientes ejemplos muestran cémo se aplica el teorema anterior:

2
lim— =0 donde k = 2, n=3

x-poex3
-5
lim—=10 donde k= — n=4
x>0 X
3
3
llm——O donde k = = n=>5
x> o0 X 7’

Il
(o)}

0.5
llm—6=0 donde k = 0.5, n
X000 X

s
lim—2=0 donde k = m, n=2

X o0

El siguiente recuadro ayudara a calcular limites de funciones cuando x » oo,

Sea ¢ un numero real
@)oo + 00 = 00,C+ 00 = 00, — 00 = —00
b) Si ¢ > 0 entoncesc: o = oo,%= 00,C(—00) = —0o0 ?= —oo
) Sic < 0entoncesc- oo = —oo,%= —00,C(—00) = oo ?= oo
d<=0
e) :’ — oo, —, INDETERMINACIONES

Ejemplo

Calcular el siguiente limite:

lim7x+ 5

X oo

Solucién:

lim7x+5=7(0) +5=0+4+5= 0

X o0

Ejercicio
Calcular el siguiente limite:

lim x? - 12

X > oo
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Célculo Diferencial: Limite de una funcion

Ejemplo
Calcular el siguiente limite:

lim(x®> + 1)(x3-8)

X o0

Solucién:
Lim(x®+ 1)(x3=8) = (e0®+ 1)(003=8) = (00)(00) = o

X o0

Ejercicio
Calcular el siguiente limite:
lim(x* + 3)(x° - 7)

X oo

Ejemplo
Calcular el siguiente limite:

. 7
lim

x»oo(x— 3)4

Solucién:
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Ejercicio
Calcular el siguiente limite:

i -4
xini(Zx— 1)3

Ejemplo
Calcular el siguiente limite:

lim V9 - x

X — oo

Solucién:

lim JO—Xx=+v9— (=) = 9+ 00 = 4Jo0 = o0

X =00

Ejercicio
Calcular el siguiente limite:
lim V4 - 2x

X o0
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Célculo Diferencial: Limite de una funcion

El siguiente teorema nos ayudard a calcular limites de funciones racionales
cuando x » oo,

Teorema

Si f(x) es una funcioén racional y a,x" y a,,x™ son monomios en el numeradory
denominador, respectivamente, con las mayores potencias en X; entonces:

a,x"

lim f(x) = lim
x_)xf X oo amxm

Ejemplo

Calcular el siguiente limite:
i 2x3+ 10

bl 6x— 8

Solucién:
3

. . . 2x3+10 .
Observando el numerador y denominador de la funcién racional g Y segun
. , . . X
el teorema anterior, tendriamos lo siguiente:

o 2x3+ 10 i 2x3
e 6x—8  x% bx

_ 2x?  2(e)? e
"l T 76 6

Ejercicio
Calcular el siguiente limite:

5x3+ 10
m—----=
xse 3x+ 15

33



Universidad Auténoma del Estado de México e Nivel Medio Superior

Ejemplo
Calcular el siguiente limite:

5x3+ 10
S35+ 15

Solucién:
3
Observando el numerador y denominador de la funcién raaonal

el teorema anterior, tendriamos lo 5|gwente

Sx +10  5%°
o 3x5+ 15 = 3x>
5 5 5 5

=M E T3 3

Ejercicio
Calcular el siguiente limite:
4x? + 12

im
x» 00 2x2 — 1
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Célculo Diferencial: Limite de una funcion

Ejemplo
Calcular el siguiente limite:

limvx+ 3—-+x

X 0o

Solucién:
Este es un caso de indeterminacion o — e Para evitar la indeterminacion
multiplicaremos por el conjugado, con la finalidad de llevar la expresién a una en
la que se puedan emplear las propiedades del limite.
- — — Vx+3+4x
lim\/x+ 3 - \/x= lim\/x+ 3—\/.’)6'_—\/_
x> 00 Vx+ 3+ x

X oo

C Wx+3-yx)(Wx+3+vx)  (Vx+3)? - (Vx)?
lim — = = lim =
X500 Vx+ 3+ x xree x4+ 34 4/x

. x+3-x ) 3
lim == lim ==
v x4+ 3+ 4/x e fx+ 3+ 4x

3 3

VEE 34 e e

3 _3_o0
00 + oo S
Problema

Si el costo total de un producto estd dado por la funcion ¢ = 300x + 6, en la
cual x representa el nimero de unidades producidas y ¢ el costo que genera
producirlas, ;cuél es el valor limite del costo promedio?

Solucién:

) costo total
Costo promedio (Cp) = ————

cantidad
¢ 300x+6 300x 6 6
Cp=—=—"T—= +—=300+ =
x x x x
6
C, =300 + =
x

6 6
lim C, = lim 300 + == lim 300 + lim —= 300 + 0 = 300

X oo X~ oo X X oo X»> o0 X
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Problema

Para una relacion huésped-parasito se determiné que cuando la densidad del
huésped (nimero por unidad de érea) es x, el nimero de huéspedes parasitados
en un periodo de tiempo es:

900x

Y= 70+ 50x

Si la densidad de los huéspedes estuviera creciendo indefinidamente, ;cuantos
parasitos habria?

Solucién:

j 900X . 900x . 900 900 90
A 10+ 50x ok 50x  wee50 0 50 0 5
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Célculo Diferencial: Limite de una funcion

Ejercicios adicionales

l. Calcular los siguientes limites:

9'-5 . X +3x-18
1. lim 10. lim ———
X0 X3 x=3
. . _[5-2x para x<-I L X +3x
2. l!m §(x); donde g(x) _{Zx para xz-1 11. lxl]’f}i 43
x para x <0 207 +7x-15
ing h(x); donde h(x)= .20 +7x-15
3. lgm i(x); donde h(x) { x? para x=0 12. l}m x+5
) X0 3o Jax+l
ya SAlm ——
4. lim 3 13. 1
et w2 x?-2x
9 . xrd-2
> lim 5 14 lim =
35— 9x—12 x> —4x +4
j 15. lim —————
2 l‘l*’/";l Ju+3 w2 7sen’ (x—2)
I-x-2 _(x +3)’cos(x+3)
7. lm} 1-2x 16. lim ——————
. w3yt +6x+9
-49 x-2
8. lim - 17. lim
w7 X+7 w2 (7x—14)cos(x - 2)
x +3x-10 4x’ +6x—4
9.lim 18. lim =~~~
A w1 tan(2x—1)

Il. Calcular los siguientes limites cuando x tiende a infinito

3_9y2 . 5—-5x
1. lim 4x 2x°+4x+ 2 7. llm
X oo 2x3-1 X>c0 X+5
- 3x* . (x+2)(2x+2)
2. lim 22X 8. lim —5—=—
X 0o 4—6x7 X oo x4+ 2
3 lim 2x2+ 5x% + 7x 9 lim 10x2+ 12x-13
X300 3X2+6x -1 X 00 20X242x+ 10
. 2x%+2x3+ 4 90x3- 40x
4. lim ———— 10. lim 3
X~ oo 8x4—7x x> 0o 20 —30x
. 2x-6x° 11 lim 4x+ 12
S M S e o -0
, 6x—1 12 1 —
6. lim L lim(V9x2 + 1 - 3x)
x> 00 X+ 10 Eadiad
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Problemas de aplicacién

La cantidad de una droga en la corriente sanguinea t horas después
de inyectada intramuscularmente estd dada por la funcién f(t) = tz"lt].
Al pasar el tiempo, ;cudl es la cantidad limite de droga en la sangre?

En un experimento biolégico, la poblacién de una colonia de bacterias
(en millones) después de x dias esta dada por:

4
Y= i ge

¢Cuél es la poblacion inicial de la colonia?
Calculando el siguiente limite
limy
X +oo
se obtiene informacién acerca de si la poblacién crece indefinidamente

o tiende a estabilizarse en algun valor fijo. Determine cual de estas si-
tuaciones ocurre.

La federacién de caza de cierto estado introduce 50 ciervos en una re-
gion. Se cree que el nimero de ciervos crecera siguiendo el modelo:

10(5 + 3t)
N = 1+ 0.04t

en el cual t es el tiempo en afios.

Calcule el nimero de animales que habra luego de 5y 10 afios.
¢A qué valor tenderd la poblacién cuando t tiende a infinito?

Un cultivo de bacterias crece siguiendo la ley

1.25

Y = 17 025e-04

donde el tiempo t = 0 se mide en horasy el peso del cultivo en gramos.

Determine el peso del cultivo transcurridos 60 minutos.
¢Cuédl serd el peso de éste cuando el nimero de horas crece indefinida-
mente?

En una academia de mecanografia el nUmero medio de palabras N
por minuto escritas luego de t semanas de lecciones practicas esté
dado por:

157
T 1+ 54e012¢

N(t)
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Célculo Diferencial: Limite de una funcion

Calcule el nimero medio de palabras por minuto que puede escribir una
persona luego de haber recibido lecciones durante 10 semanas.
Determine el nimero medio de palabras por minuto que pueden escribir-
se cuando la cantidad de semanas crece indefinidamente.

Los ingenieros industriales han estudiado un trabajo particular en una
linea de montaje. La funcién

y = f(t) = 120 — 80e7 03t

es la funcién de la curva de aprendizaje que describe el nimero de uni-
dades terminadas por hora para un empleado normal de acuerdo con el
nuimero de horas de experiencia t que él tiene en su trabajo.

Determine el nimero de unidades que puede terminar un empleado en
el momento que ingresa a esa empresa y luego de su primera hora de
experiencia.

¢Cuéntas unidades puede terminar un empleado cuando el nimero de
horas de experiencia en la fabrica crece indefinidamente?

Una instituciéon estd planeando una campafia para recaudar fondos.
Por experiencia se sabe que los aportes totales son funcién de la du-
racién de la campana. En una ciudad se ha determinado esta funcién
respuesta que expresa el porcentaje de la poblacién R (expresado en
fraccion decimal) que hard un donativo en funcién del nimero de dias
de la campafia. La expresion de la misma es

R = 0.7(1—- e~ 0%%)

¢Qué porcentaje de la poblacién hara un donativo a los 10 dias de haber-
se iniciado la campafia y luego de 20 dias?

Calcule el porcentaje de la poblacion que habré contribuido con la insti-
tucion si la campana publicitaria continda por tiempo indefinido.

Un banco ofrece una tarjeta de crédito. Por datos obtenidos a lo largo del
tiempo, han determinado que el porcentaje de cobranza de las que se
otorgan en un mes cualquiera es funcién del tiempo transcurrido después
de concederlas. Esta funcioén es

P = f(t) = 0.9(1 — 37008¢)

en la cual P es el porcentaje de cuentas por cobrar t meses después de
otorgar la tarjeta.

¢Qué porcentaje se espera cobrar luego de 2y 5 meses?

Si el numero de meses transcurridos desde el otorgamiento de la tarjeta
crece indefinidamente, determine el porcentaje de las mismas que se
espera cobrar.
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9. El tejido vivo sélo puede ser excitado por una corriente eléctrica si ésta
alcanza o excede un cierto valor que se designa con V. Este valor v de-
pende de la duracion t de la corriente. La ley de Weiss establece que

a
v=—+b
t

en el cual a y b son constantes positivas. Analice el comportamiento de
v cuando:

a) t se aproxima a 0.
b) t tiende a infinito.
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Célculo Diferencial: Limite de una funcion

Respuestas
L.
1) 2 7) V2 13) -1/3
2) 4 8) -14 14) Va
3) 0 9 -7 15) 177
4)16 10) 9 16) 1
5 6 1) - 17) 177
6) -5 12) -13 18) 5
Il
1) 2 5 % 9) Y
2) 0 6) 6 10) -3
3) 7) -5 1) 4
4) Va 8) 2 12) 0
Problemas de aplicacion*
10
2) a) 0.4 millones = 400 000 bacterias b) se estabiliza en 2 millones de bacterias
3) a) N(5) = 166 ciervos; N(10) = 250 ciervos b) 750 ciervos
4)a)1.07 g b) 1.25 gramos
5) a) Aproximadamente 60 palabras/min b) 157 palabras/min
6) a) 40 unidades, 60 unidades b) 120 unidades
7) a) 27.54%; 44.25% b) 70%
8) a) 14.51%; 32% b) 90%
9) a) oo b) b

*http://www.fca.unl.edu.ar/Limite/Problemas%20Aplicaci%F3n%20cap2%20L%EDmite.htm
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Continuidad de una funcién

Imagen: http://divulgamat2.ehu.es/divulgamat15/index.php?op-
tion=com_content&view=article&id=11594&directory=67
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Modulo 2

Continuidad de una funcién

Competencias genéricas y atributos

. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos

teniendo en cuenta los objetivos que persigue.

1.1 Enfrenta las dificultades que se le presentan y es
consciente de sus valores, fortalezas y debilidades.

1.4 Analiza criticamente los factores que influyen en su toma
de decisiones.

. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos

contextos mediante la utilizacién de medios, codigos y
herramientas apropiados.

4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones
lingUisticas, matematicas o graficas.

4.5 Manejalastecnologias de lainformaciény la comunicacién
para obtener informacién y expresar ideas.

. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a

partir de métodos establecidos.

5.1 Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva,
comprendiendo coémo cada uno de sus pasos contribuye
al alcance de un objetivo.

5.2 Ordena informacién de acuerdo a categorias, jerarquias y
relaciones.

. Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.

8.1 Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar
un proyecto en equipo, definiendo un curso de accién
con pasos especificos.

8.2 Aporta puntos de vista con apertura y considera los de
otras personas de manera reflexiva.

8.3 Asume una actitud constructiva, congruente con los
conocimientos y habilidades con los que cuenta dentro
de distintos equipos de trabajo

14



Célculo Diferencial: Continuidad de una funcién

Competencias disciplinares basicas

. Construye e interpreta modelos mateméaticos mediante
la aplicacion de procedimientos aritméticos, algebraicos,
geométricos y variacionales, para la comprensién y anélisis
de situaciones reales, hipotéticas o formales.

. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando
diferentes enfoques.

. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante
procedimientos matematicos y los contrasta con modelos
establecidos o situaciones reales.

. Argumenta la solucién de un problema, con métodos
numéricos, graficos, analiticos o variacionales, mediante el
lenguaje verbal, matematico y el uso de las tecnologias de la
informacion y comunicacion.

. Analiza las relaciones entre dos o mas variables de un proceso
social o natural para determinar o estimar su comportamiento.

. Cuantifica, representa y contrasta experimentalmente
o matematicamente las magnitudes del espacio y las
propiedades fisicas de los objetos que lo rodean.

. Interpreta tablas, gréficas, mapas, diagramas y textos con
simbolos matematicos y cientificos.
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Il Introducciéon

Cuando se comenzé a desarrollar el célculo, la mayor parte de las funciones con
las que se trabajaba eran continuas, y por lo tanto no se sentia la necesidad de
penetrar en el significado exacto de continuidad. Fue entrado el siglo xvii que se
presentaron algunas funciones discontinuas en conexion con distintas clases de
problemas fisicos. En particular, los trabajos de J. B. J. Fourier (1758-1830) sobre
la teoria del calor obligaron a los matematicos de principios de siglo xix a examinar
cuidadosamente el significado de los conceptos de funcién y continuidad.

Una definicién matemaética satisfactoria de continuidad fue formulada por primera
vez en 1821 por el matemaético francés Agustin-Louis Cauchy (1789-1857).

Il 1. Continuidad de una funcién

La idea intuitiva de funcién continua gréficamente es aquella que no “da saltos”,
aquella que se puede trazar sin levantar el lapiz del papel.
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Célculo Diferencial: Continuidad de una funcién

En las graficas anteriores se puede decir de manera intuitiva que la primera
corresponde a una funcién continua, pues se puede trazar sin levantar el lapiz,
mientras que la segunda corresponde a una funcién no continua, pues para
realizar su trazo es necesario levantar el lapiz.

Ejercicio
De las siguientes gréficas indicar cuéles son continuas, (de manera intuitiva).

125

0.75

0.5

05 1. ¢Es continua la funcién?

2. i Es continua la funcién?
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Basado en
Competencias

N W OO N 0O ©

4 3. ¢Es continua la funcién?

8| ‘['\\;AV‘AV ’5 M THLT

- 4. ;Es continua la funcién?

M 1.1 Condicién de continuidad en un punto

La definicién de continuidad de una funcién en un punto es:

Una funcién y = f(x) es continua en un punto x = ¢ cuando existe el limite
de la funcién en el punto x = c y dicho limite es f(c).

Esta definicion da lugar a tres condiciones que debe cumplir la funcién para ser
continua en el punto c:

a) f(c) existe; es decir, ¢ pertenece al dominio de f.
b) Lim f(x) existe; es decir, los limites laterales son finitos e iguales.

c) limf(x) = f(c).

xX-C
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Célculo Diferencial: Continuidad de una funcién

Esto quiere decir que para que una funcién sea continua no basta que tenga
limite, sino que ademas dicho limite tiene que coincidir con el valor de la funcién
en el punto correspondiente.

Ejemplo
Sea la funcién f(x) = {4 shx= 3 ¢ Es continua en ¢ = 37
-2six< 3
5
4 ®

-1 1 2 3 4 5

O

Solucién:

a) f(3) = 4 Por lo que 3eD;
b) Si se estudian los limites de esta funcion en el punto ¢ = 3 se tiene que:

lim f(x) = =2 lim f(x) = 4
x->3‘f( ) y x->3+f( )

Como los limites laterales no son iguales, entonces el limite de la funcién no
existe. Por consiguiente la funcién f no es continua en ¢ = 3.

Ejemplo
. . g x%-x-2 ,
Verificar si la funcion f(x) = — —, escontinuaenc=2.

-1

-2

-4
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Solucién:

22-2-2
2-2

a) Puestoquef(2) =

b) Si se estudian los limites de esta funcién en el punto ¢ = 2, se tiene

que lim f(x) =3y lim f(x) = 3. Como los limites laterales son iguales
X2~ x> 2%

entonces lirrzlf(x) = 3.
x>

La funcién no es continua en ¢ = 2. No se cumple la condicién a.

Ejemplo
Moxo2 G2
Sea la funcién f(x) = { "z=2  '** 4 ;Es continua en ¢ = 2?
¢
2 six=2

5

4

3

2 o

-4

Solucién:

Analizando las tres condiciones se tiene:

1

. f(2) = 2, entonces 2 pertenece al dominio de f.

i EEE 2 S D ey ) 224123,
xs2 X-=2 X2 x=2 X2
Esto muestra que el limite existe y es igual a 3.
. Se tiene que f(2) = 2y Iin}f(x) = 3. Esto muestra que ll'nzlf(x) = f(2).
x> x>

Entonces no se cumple la tercera condicion. Por lo tanto la funcién no es

continua en ¢ = 2.

50
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Célculo Diferencial: Continuidad de una funcién

Ejemplo

Considere la funcion f(x) = x* + x> — 3x? — x + 2. ;Es continua en ¢ = 1?
6

3 -

Jury
—_
N
w

Solucién:
Analizando las tres condiciones se tiene:

1. f)=M*+(M3*=-3(1)2-(1)+2=1+1-3-1+2=0; entonces 1 pertenece
al dominio de f.

2. lim(x*+ 2 =32 - x4+ 2) = (D + (D= 3(N2- (M +2=0.
Esto muestra que el limite existe y es igual a 0.
3. Setiene que f(1) =0y Limf(x) = 0. Esto muestra que Limf(x)=1
x- x-

Por lo tanto la funcidén es continuaenc = 1.

Observacion
Las funciones polinomiales son continuas en todo su dominio.

I 1.2 Tipos de discontinuidad

La discontinuidad de una funcién f en el punto x = a se puede clasificar en los
siguientes casos:

a) Discontinuidad evitable o restringible (en algunos textos le llaman de
hueco)
b) Discontinuidad infinita y asintética

c) Discontinuidad de salto (finito e infinito)
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En la siguiente tabla se muestran las condiciones que presenta cada tipo de
discontinuidad.

Discontinuidad infinita Discontinuidad de salto

Discontinuidad

evitable o
restringible Infinita Asintética Finito Infinito
fla) = 2. 1.La funcién no  1.La funcién no 1. La funcién no 1. La funcién no
estd definida en  esta definida necesariamente  necesariamente
lim f(x) = 3 a. ena. estd definida esta definida
o ena. ena.
2. Los limites 2. Los limites
laterales existen  laterales 2. Los limites 2. Los limites
y son infinitos existen y son laterales existen  laterales existen,
con el mismo infinitos, pero y son finitos, pero uno es
signo. con signo pero son finito y el otro
distinto. distintos. finit
lim_ f(x) = es infinito.
e lim f(x) = L
Caso 1 xsa” 1 lim f(x) =L=
+ o0 x>a~
tr = o | i i < fE =l eeo

xs>at

ooy lim+ f(x)
x>a lim f(x) = £oo
xX->a

Caso 2 = lim f(x) =L
im_f(x)
= —ooy

lim f(x) = +o0
X->a

Discontinuidad evitable o restringible

Ejemplo
O o .7 2— . . . .
Verificar que la funcién f(x) = == presenta discontinuidad evitable en el punto
a=-—2.
Solucién:
—22 _ .. . ..
1. f(-2) = _22+24 = % de manera que la funcién f no esté definida en -2.
2 _ — . , . .
2. lim =2 = im B=29%D _ lim x - 2 = 4; el limite existe.
xX>—2 X+ 2 x> —2 x+2 x> =2
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Entonces la funcién f presenta una discontinuidad restringible.

Ejemplo

Verificar que la funcién g(x) presenta una discontinuidad evitable en el puntoa = o.

x2,-2<x<0,
Seag(x) =1 1, x=0,
x?, 0<x<2
Solucién:
1. g(0) = 1, es decir, la funcién g esté definida en el punto 0.
2. lim g(x) = 0y lim g(x) = 0, es decir, lim g(x) = 0.
x 0~ x> 0% x>0

3. iirrgg(x) =0z 1= f(0).

Entonces la funcién presenta una discontinuidad evitable en el punto 0.
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Ejercicio

Verificar que la funcién g(x) presenta una discontinuidad evitable en el punto a = 0.

Discontinuidad infinita o asintética

Ejemplo

Verificar que la funcién f(x) =
punto g = -2.

1 . . . . ..
57 Presenta una discontinuidad infinita en el

Solucién:
1

1. f(-2) = T %; es decir, la funcién no esta definida en -2.
2. lim —— =+ = lim ——; es decir, como los limites laterales existen y
xs2- (x=2)2 x 2+ (x=2)2
son iguales, entonces lim—— = +
x52 (x=2)2

Entonces la funcion f presenta discontinuidad infinita en el punto -2.
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Ejercicio
Verificar que la funcién f(x) = — presenta una discontinuidad infinita en el
punto a= 0.

Ejemplo

Verificar que la funcién f(x) = ﬁ presenta una discontinuidad asintética en el
puntoa = 2.

Solucién:
1. f(2) =

T 2-2

22 %, de manera que f no estéa definida en el punto 2.

2x

. 2x .
2. lim—=-wy lim
x+2-x—2 X2t X—

= o es decir, el lim=2 no existe.

2 x>2%X—2

Entonces la funcién f presenta una discontinuidad asintética.
A \
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Ejercicio
Verificar que la funcidn f(x) = — presenta una discontinuidad asintotica en el
puntoa = 6.

Discontinuidad de salto (finito o infinito)

Ejemplo

Verificar que la funcion f(x) presenta una discontinuidad de salto finito en el
punto a = 0.

Flx) = x2+2, six<0
2x—2, six>0

Solucidn:
1. f(0) = (0)2 + 2 = 2; es decir, la funcién esta definida en el punto 0.
2. lirglx2+ 2=2Yy ling+ 2x— 2 =-2; es decir, los limites laterales existen,
x-»> 0" . . X> -
pero son distintos.

Entonces la funcién f presenta una discontinuidad de salto finito en el
punto a = 0.
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Ejercicio
Verificar que la funcién f(x) presenta una discontinuidad de salto finito en el
punto a = 0.

_Jx+2 six<O
=109 Gixso
Ejemplo

Verificar que la funcién f(x) presenta una discontinuidad de salto infinito en el
punto a = 4.

1 .
f(x)=x—4 six< 4
x—2 six=4

Solucién:

1. f(4) = 4- 2= 2; es decir, la funcidon esta definida en 4.

2. Lim x1 = -y limx-2=2; los limites laterales son distintos: uno finito
X>4- X =% . x4+
y otro infinito.
Entonces la funciéon presenta una discontinuidad de salto infinito en el
punto 4.
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Ejercicio
Verificar que la funcién f(x) presenta una discontinuidad de salto infinito en el
punto a= 2.

x=1 sixz1

={ 1

fix) six <1

% —
Ejemplo
Determinar los puntos de discontinuidad de la funcién: f(x) = xzszﬁ

Solucién:

Factorizando el denominador de la funcién:

() = x2-3 B x2-3
) = s e A= 2)

El denominador se hace 0 cuando ocurre que:
x+4=0 o x-2=0
x=-4 o x=2

Por lo que x = -4y x = 2 no pertenecen al dominio de la funcién; es decir, f(-4)y
f(2) no existen.

Entonces f es discontinua en estos puntos.

Observacién

Una funcién racional es discontinua en los puntos en los que el denominador
esigual a O y continta en todos los demas puntos. A estos puntos se les llama
puntos de discontinuidad de la funcién.

Ejemplo
1Tsix<0

Sea f(x) = {2 si x = 0. Determinar los puntos de discontinuidad de la funcion.
3si x>0
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Solucién:

Se trata de una funcién definida en trozos, la cual estd compuesta por dos
funciones constantes y un punto. El dominio de la funcién son todos los nimeros
reales. El Unico punto posible de discontinuidad puede ser el valor de x en el que
se corta el dominio de la funcidn; es decir, el valor de x=0.

Analizando la continuidad en x =0, se tiene:
1. f(0)=2. EI O pertenece al dominio de la funcion.

2. lmf(x). Para calcular este limite se procedera a calcular sus limites
X
laterales cuando x+ 0 lim f(x) = lim1=1 y lim f(x) = lim3 = 3. Esto
x>0~ x>0~ x> 0% x»07

verifica que lim f(x) no existe.
x>0

Por consiguiente f no es continua en x = 0.

Ejercicios
1. A partir de la gréfica de f(x) sefalar si es continuaonoen x=0yenx=3.
En el caso de no ser continua, indicar el tipo de discontinuidad.

Y

a
(o)

N

B

[e2]

2. La siguiente gréfica corresponde a la funcién f(x):

: Analizar la continuidad de la fun-
cién en x = 1y en x = 2. Justificar la
respuesta.
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3. ¢Son continuas las siguientes funciones en x = 2? Justificar la respuesta.

a) b)

[

It
——
—

4. Dada la gréfica de f(x):
a) ¢Es continua en x =17
b) ;Y enx=2?
Justificar la respuesta.

Y

8

B
—

\

e

5. Se muestra la gréafica de la funcién f(x):

|
|
|
/

—_—

a) ¢Es continua en x =27
b) ;Y en x=0?
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Analizar la continuidad de la siguiente funcién en x = 3:

2 .
Flx) = X —ZX,S'LXS3
3x—1, si x> 3

Analizar si la siguiente funcién es continua en x =0
2x2 -1, si x< 0
f(x) = x—-2

1 six=0
2

Analizar si la siguiente funcion es continua en x = 2. Justificar la respuesta.

_|2x, si x<2
f(X)_x+2,six>2

Analizar la continuidad de la funcién en x = 4. Justificar la respuesta
x—=1 . 4
1 <
f(x) — 3 SI X <
x2—15, si x> 4
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Il 2. Continuidad en un intervalo

Definicién

Una funcién y = f(x) es continua en un intervalo abierto (a,b) si lo es en todo
valor del intervalo.

Una funcién y = f(x) es continua en un intervalo cerrado la,b] si es continua
en (a,b) y ademas lim f(x) = f(a) y lim f(x) = f(b). Es decir, es continua por la

derecha de q, y continua por la izquierda de b.

Ejemplo

Dada f(x) = V¥4 — x2, verificar si f es continua en el intervalo cerrado [-2,2]

Solucién:

Se verificara primero que es continua en el intervalo (-2, 2).
Sea x = a cualquier nimero en el intervalo (-2, 2).
Se verificard que cumple las tres condiciones de continuidad en x = a.

1. fla) = V4 -a?, ya que a estd en el dominio de fy (4- x?) > 0, entonces
f(a) esta definida.

2. limf(x) = limVJ4- x2 = V4 - a2, por lo tanto también existe el limite.

X>a X>a

3. Puesto que f(x) = iirr;f(x) = V4 - a?, entonces f es continua en (-2, 2).

y

2.5A

=0.57

Ademaés se debe mostrar que la funcién es continua por la derecha del -2y por la
izquierda de 2. Por lo tanto se debe verificar que f(-2) esté definida y que lim f(x)
existe y que estos valores son iguales.
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También se debe verificar que f(2) = lim f(x).

x> 27

Esto es:

lim V4 - x?=0= f(-2)y que lim V4 -x2= 0= f(2) por lo tanto f es continua
X2~

x> 2+

en [-2, 2].

Ejemplo

Analizar la continuidad de la funcién f(x) = xl—3 en el intervalo [0, 5].

Solucién:
Analizando las tres condiciones de continuidad para un intervalo cerrado se tiene:
Se verificara primero que es continua en el intervalo (0, 5).

Se obtienen los puntos de discontinuidad de esta funcién; como se trata de una
funcion racional, se iguala a 0 el denominador y se despeja a x:

x—3=0
x = 3.

La funcién presenta una discontinuidad en x = 3, 3€(0,5). Por lo tanto la funcién
es discontinua en el intervalo [0, 5].
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Ejemplo
2x+2 si —3<x< -1 . .
= ; ?
Sea f(x) 9y 1 si 0<x<3 - ¢ESfcontinuaen todo sudominio?
Solucién:

En este caso el dominio de la funcion estd conformado por la unién de dos
intervalos [-3,-11u[0,3], no hay un valor que corte este dominio (ver en la
siguiente grafica).

La funcién estd compuesta por dos segmentos de recta y las rectas son continuas
en su dominio. Por lo tanto la funcién es continua en todo su dominio.
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Ejercicios

1. Analizar la continuidad de la funciéon f(x)V9 - x2 en el intervalo [-3, 3]. Gra-
ficar la funcién.

-5

2. Analizar la continuidad de la funcién f(x) = 3;—_1 en el intervalo [-1, 1]. Gra-
ficar la funcion.

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
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_[5%x=1si =5<x<0

_ <0 . : N,
3. Sea f(x) v+4 s 2<x<g - ¢Es [ continua en todo su dominio?

Graficar la funcién.

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-1

=5
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Ejercicios adicionales

En los siguientes ejercicios decir si la afirmacién dada es falsa o verdadera.
Justificar la respuesta.

1. Si lm f(x) = lim f(x)entonces se puede asegurar que f es continua en 3.
x» 3% x> 3~
2. Si f es continua en 5y lim f(x) = 4 entonces se puede asegurar que
limf(x) = 4
X5 :
3. Sif esuna funciéon continua en 2y f(2) = 4, entonces se puede asegurar
que Lim f(x) = 4.
4. Si lim f(x) = 6y f(7) = 6, entonces se puede asegurar que f es continua

en 7.

Determinar los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones e indi-
car el tipo de discontinuidad que presentan.

1 flo) = 5
2. fla) = 5=
3. flx) =
4 flo) =5t
. f(x):x31+8
x+2 si x<0

6. flx)=4x* si 0<x<3
2x+3 si x=3

Determinar si la funcion f dada es continua en el valor c indicado. En caso
contrario especificar el tipo de discontinuidad que presenta.

1. flx)=x>-3x+1,c=3

2. flx)==—c=2

2x+ 1 six< 2
. = =2
3. 0 {x2+1six>2’c

6/




Universidad Auténoma del Estado de México e Nivel Medio Superior

3 .
4. ={x—3 six>=1._ _q
FO =17 v e -1

_[2x—=3 six<5  _ _
5. f(x)—{ 2 six> 5 ,c=3,¢c=5

IV. En los siguientes ejercicios determinar en qué intervalos es continua la fun-
cién dada. Utilizar un paquete graficador.

1. flx)=x*+x>—x+1

2. flx)= %
3. flo) =22l
4. flo="28
5. flx) = x3_x125

V. Analizar la continuidad de las siguientes funciones en el intervalo indicado
y trazar su gréfica correspondiente.

1. f(x) =5x-3en|[-1,5]
2. f(x)=+81-x2en[-9, 9]
3. f(x)=;—(en(-1,1)

4. flx) = senx en [0, 2r]

5 flx) =%en [0, 1]

6. flx) = % en [0, 4]
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Respuestas

l.
1. Falso 2. Verdadero 3. Verdadero 4. Falso

. No presenta discontinuidades
.Enx=1x=-1enx=1evitable en x = —1asintotica
. En x = =1, infinita

. En x = -1, evitable

. En x = -2, asintotica

. En x = 0, salto finito

o~ U WN —

1.

1. Es continuaenc=3

2. Es continuaenc=2

3. Es continuaenc=2

4. Es discontinua en ¢ = —1, salto finito

5. Es continua en ¢ = 3, discontinua en ¢ = 5, salto finito

Iv.
1. Continua en todo R
2. Continua en (—e0,-2)

3. Continua en (=e0,4) U (
4. Continua en (=e°,5) U (5,
5. Continua en ( )u

V.

1. Si es continua en [-1, 5]

2. Si es continua en [-9, 9]

3. No es continua en (-1, 1)
4. Si es continua en [0, 2]
5. No es continua en [0, 1]
6. No es continua en [0, 4]
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Modulo 3

Derivada de una funcién

Competencias genéricas y atributos

. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos

teniendo en cuenta los objetivos que persigue.

1.1 Enfrenta las dificultades que se le presentan y es
consciente de sus valores, fortalezas y debilidades.

1.4 Analiza criticamente los factores que influyen en su toma
de decisiones.

. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos

contextos mediante la utilizacién de medios, coédigos y
herramientas apropiados.

4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones
lingUisticas, matematicas o graficas.

4.5 Maneja lastecnologias de lainformaciény lacomunicacién
para obtener informacion y expresar ideas.

. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a

partir de métodos establecidos.

5.1 Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva,
comprendiendo cdmo cada uno de sus pasos contribuye
al alcance de un objetivo.

5.2 Ordena informacién de acuerdo a categorias, jerarquias y
relaciones.

. Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.

8.1 Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar
un proyecto en equipo, definiendo un curso de accion
con pasos especificos.

8.2 Aporta puntos de vista con apertura y considera los de
otras personas de manera reflexiva.

8.3 Asume una actitud constructiva, congruente con los
conocimientos y habilidades con los que cuenta dentro
de distintos equipos de trabajo.
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Competencias disciplinares basicas

. Construye e interpreta modelos matematicos mediante
la aplicacion de procedimientos aritméticos, algebraicos,
geométricos y variacionales, para la comprension y analisis
de situaciones reales, hipotéticas o formales.

. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando
diferentes enfoques.

. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante
procedimientos matematicos y los contrasta con modelos
establecidos o situaciones reales

. Argumenta la solucién de un problema, con métodos
numéricos, graficos, analiticos o variacionales, mediante el
lenguaje verbal, matematico y el uso de las tecnologias de la
informacién y comunicacion.

. Analiza las relaciones entre dos o més variables de un proceso
social o natural para determinar o estimar su comportamiento

. Cuantifica, representa y contrasta experimentalmente
o mateméaticamente las magnitudes del espacio y las
propiedades fisicas de los objetos que lo rodean.

. Interpreta tablas, gréficas, mapas, diagramas y textos con
simbolos matematicos y cientificos.
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Il Introduccion

Hemos llegado al médulo 3, en el que encontraras cémo determinar derivadas de
funciones utilizando primeramente su definicién y posteriormente los teoremas
de derivadas hasta llegar a los problemas de aplicacion.

Se piensa que trabajar con derivadas es algo muy complejo y que no tienen
aplicacion en la vida diaria, pero al profundizar en el tema, se descubrird que es
todo lo contrario.

La aplicacion de derivadas se puede encontrar en dreas como la economia, la
administracién y la fisica, entre muchas otras, y éstas a su vez en conjunto ayudan
a realizar grandes calculos en importantes empresas, o simples operaciones en
la economia familiar.

Entre las principales aplicaciones de la derivada estan:
e Calculo de movimientos de una particula, como velocidad y aceleracion.
e Calculo de maximos y minimos.

En una fabrica, o en un negocio de abarrotes, es importante saber cual es la
mayor ganancia que se puede obtener en cierto periodo, o con cierto producto,
pero a la vez, igualmente es primordial calcular si existen pérdidas en estos
productos o en un lapso de tiempo.

Il 1. Incremento de una funcién

El incremento de la variable independiente x denotado por Ax (Iéase delta x),
se define como la diferencia x, - x;, en la que x; es el valor inicial y x, el valor
final. De manera andloga para la variable dependiente y, el incremento de
esta variable seré la diferencia y, - y,, y se denota Ay (Iéase delta y).
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Gréficamente se tiene:

A

Y

Vo [ Y

U [,

>
>

X1 Xy X

Los incrementos de las variables se escriben de la siguiente manera:

N Ax Xy — X1

¢ Ay =y:-y1

Ahora bien, dada una funcién f, con regla de correspondencia y= f(x), el
incremento de la funcidn se define como la diferencia de su valor final con su
valor inicial; es decir:

Af(x) = flx,) = f(x;)

Si Ax = x, - x; entonces x, = x; + Ax, y al sustituirla en el incremento de f(x) se
tiene que:

Af(x) = f(x; + Ax) = f(x)

Ejemplo

En una investigacién que se realizé para observar qué cantidad de desperdicios
en toneladas se tira diariamente en un municipio del Estado de México para un
periodo vacacional de una semana, se anotaron los siguientes datos:

Lunes Martes  Miércoles Jueves  Viernes Sdbado Domingo
Dias (x) 1 2 3 4 5 6 7
Ton. de 0.3 12 27 48 75 108 147

desperdicio (¥)

Determinar el incremento entre los dias 6 y 7 y el incremento de toneladas que
se generan de basura entre estos dias.
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Solucién:

El incremento entre los dias x; =6y x, = 7 es:

Ax = x5 - x4,

El incremento de las toneladas de basura entre estos dias es:
Ay=14.7-10.8= 3.9

Ejercicio
Con la informacién del ejemplo anterior determinar el incremento entre los dias
2y 5y el incremento de toneladas que se generan de basura entre estos dias.

Ejemplo

Dada la funcién f(x) = x2 + 5x — 6, calcular el incremento de la funcién.

Solucién:

Af(x) = f(x + Ax) - f(x)

Como: f(x) = x>+ 5x - 6

Entonces:

flx+ Ax) = (x+ Ax)%2+ 5(x+ Ax) — 6

Af(x) = f(x + Ax) - f(x)

=x? + 2xAx + (Ax)? + 5x+ 5Ax — 6 — (x? + 5x — 6)
= 2xAx + (Ax)% + 5Ax

=(2x+ Ax + 5)Ax
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Ejercicio

Dada la funciéon f(x) = x? — 4x - 2, calcular el incremento de la funcién.

Ejemplo
Determinar el cociente %(X’” para la funcion f(x) = 3x2 + 5x + 6.
Solucién:

El incremento de la funcién se obtiene en el numerador y se divide entre el Ax;
simplificamos y determinamos el cociente de incrementos, como se muestra en
este ejercicio.

Af(x)  (3(x + Ax)* + 5(x + Ax) + 6)) = (3x* + 5x+ 6)
Ax Ax

3x2 4 6xAx + 3(Ax)% + 5x+ 5Dx+ 6 — (3x% + 5x + 6)
B Ax

_ 6xAx + 3(Ax)? + 5Ax)
Ax

_(6x+ 3Ax + 5)Ax
B Ax

=6x+ 3Ax+ 5

Ejercicio
Af(x)
Ax

Determinar el cociente para la funcion f(x) = 2x? - 3x + 2.
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Il 2. Derivada de una funcién

Probablemente has escuchado algin comentario acerca de videojuegos de
computadora, y quizas has jugado alguno, como el tiro de misiles.

De manera general, este juego consiste en calcular el angulo y la velocidad que
debera tener un misil, el cual es lanzado por un cafién en un punto A para darle al
blanco ubicado en el punto B, que se encuentra en otro punto o viceversa. Segun
se muestra en el dibujo siguiente, en algunas ocasiones es necesario eliminar
obstéculos para dar en el blanco.

=
X

Fuente: tomado de https://www.google.com.mx/ search?q=ni%C3%B10os+pensantes+en+caricatura&espv=
2&biw=1024&bih=475&source=Inms&tbm=isch&sa=X&ved=0ahUKEwi2pbuEpdPLARWE1CYKHZRXCjlIQ_
AUIBigB#tbm=isch&g=trayectoria+de+un+misil&imgrc=0jSAIWb6qcWs81TM%3A

La mayoria de las personas que juegan este videojuego hacen aproximaciones
por tanteo, pero seguramente recordards que este método no es preciso ni
rapido y para ganar en el juego necesitas precision para dar exactamente en
el blanco y rapidez para encontrar en el menor nimero de veces el dangulo y la
velocidad del lanzamiento adecuado.

Una forma de lograrlo es sistematizando los movimientos y sus variaciones al
cambiar el angulo y la velocidad, otra es aplicando los conocimientos sobre
razén de cambio, limites, continuidad y la funcién de la derivada; si el objetivo
es ganar en el juego, quiza a corto plazo la mejor alternativa sea la primera, pero
a futuro la segunda te permitird tomar decisiones mas acertadas y pronosticar
los cambios que experimentan dos magnitudes relacionadas funcionalmente, en
este caso el angulo y la velocidad.
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Célculo Diferencial: Derivada de una funcién

Interpretacion geométrica de la derivada de una funcién
Considere una funcién continua y = f( x)y su grafica

/
7
1% /
N
f(x2) 1
dy=4f(x)
f(x1)

v

v

« Porel punto P, (x;, f(x;)) se traza una recta tangente (T) y por los puntos
Py (x1,f(x1)) y P, (x5, f(x,)) se traza una recta secante (S) con un angulo de
inclinacion @ a la curva y = f(x).

v Posteriormente se marca el incremento de la variable independiente
Ax, donde Ax = x; - x1 y |a variable dependiente Ay, donde ay = Af(x) =
f(x3) = f(x3).

v Se marca el tridngulo P,QP,

- . . . Af(x)
Se puede observar en el siguiente tridangulo el cociente de incrementos ==,

es la razén trigonométrica tangente; es decir, el cateto opuesto entre el cateto
adyacente del tridngulo representado; o sea, la tangente trigonométrica del
angulo @, que a su vez es la pendiente de la recta secante (S) a y = f(x) en los
puntos Py P,.

Como el angulo ¢ de la recta secante varia en cada una de las posiciones del
punto P, al mantener fijo el punto Py al ir moviendo sobre la curva al punto P, de
manera que se aproxime cada vez mas al punto P, también variard entonces el
valor de la tangente trigonométrica dada por el cociente 22X

Dy
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Como lacurvay = f(x)es continua, el punto P, se puede aproximar a p,en intervalos
infinitamente pequefios, tan pequefios como se quiera; esto es:

Si Ax » 0,también Af(x) » 0

Entonces, la recta secante () ird aproximandose a la recta tangente (T) a medida
que A, - 0.

Se puede observar que si 4, » 0, entonces la pendiente m, tiende a my es decir:
mg > mT,

o fx+ Ax) - f(x) . Flx+h) - f(x)
mr = lim o lim
Ax-> O Ax h-0 h

Al limite anterior se le conoce como la derivada de la funcién f(x);, es decir, la
derivada en cualquier punto P (x, ¥,) representa geométricamente la pendiente
de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto Fy(x, ).

Definicién

La derivada de una funcion continua y = f(x) esta definida como el limite del
cociente del incremento de la funcidn f(x) entre el incremento de la variable
independientemente x, cuando ese incremento tiende a 0; esto es:

Af(x)

Derivada de f(x) = lim
Ax-»>0

La derivada también se puede calcular con la siguiente expresion:

flx+ Ax) — f(x)
Ax

Derivada de f(x) = lim
Ax>0
Si se considerara Ax =h

Derivada de f(x) = im W - f)
h->0 h

Notacién
La derivada de una funcién continua y = f(x) se denota de las siguientes formas:

Df(x), Dyy, f(x), Y. =fl, =

Ejemplo

Determinar la derivada de la funcién f(x) = 3x? + 6x — 8 utilizando la definicién de
derivada.
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Célculo Diferencial: Derivada de una funcién

Solucién:

flx) = 3x* +6x-8

Af(x) = f(x+ Ax) — f(x)

Af(x) = [3(x+ Ax)?+ 6(x+ Ax) — 8] — (3x2 + 6x — 8)
Realizando operaciones y simplificando

Af(x) = 3(x? + 2xAx + Ax?) + 6(x + Ax) — 8 — 3x° — 6x+ 8

= 3x%2 + 6xAx+ 3(Ax)2 + 6 x+ 6Ax — 8 — 3x2— 6x+ 8

6xAx + 3(Ax)2 + 6Ax

= (6x + 3Ax + 6)Ax Al factorizar ax
Af(x) _ (6x+ 3Ax+ 6)Ax Al dividir Ax
Ax Ax
Af(x)
T =6x+ 3Ax+ 6
g Af() .
D.f(x) = Ailzrtl) remk Ailzr(l) (6x+ 3Ax+ 6)

D, f(x) = 6x+ 6

Ejercicio
Determinar la derivada de la funcién utilizando la definicién de derivada
f(x) = 4x* = 3x - 5.
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Ejemplo
Determinar la derivada de la funcidén utilizando la definicién de derivada.

flx) =3x3-2

Solucién:
flx+h)=3(x+h)3-2
= 3(x3 + 3x2h + 3xh? + h3) - 2
=3x3+ 9x%h + 9xh? + 3h3 - 2
Al sustituir en la definicion de derivada
(x+h) - f(x)

Df(x) = lim B

Resulta:
3x3 + 9x2h + 9xh? + 3h3 - 2 - (3x3 + 2)
h

D,f(x) = }{ir%

Df(x) . 9x%h+ 9xh?+ 3h3
X 70 h

(9x2 + 9xh + 3h2)h
h

= hlirr%) Factorizando hy simplificando

= hlin%) 9x2 + 9xh + 3h2 Evaluando el limite

D, f(x) = 9x2

Ejercicio
Determinar la derivada de la funcién utilizando la definicién de derivada.

glx) = 3x3 - 4x? + 2x -1
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Célculo Diferencial: Derivada de una funcién

Ejemplo

Determinar la derivada de la funcién utilizando la definicién de derivada.

2 1
= ara x # —
3x—q PP XT3

f(x)

Solucién:
Aplicando la definicién de derivada

o flx+h) - f(x)
mi— I

Dyf(x) = hll-> 0 h

Resulta:
2 2
(3x+h)—1 3x-1
h

D () =

Realizando operaciones y simplificando

2(3x—1) = 2(3x+3h-1)
(3x+3h—1)(3x-1)
h-> 0 h

Il
~
=

6x—2—6x—6h+ 2
(3x+3h—-1)(3x-1)

- hll-m) h
—6h
. (Bx+3h=-1)(3x-1)
= lim
h-> 0 h
—6h

= T Gx T3 -G

-6
(3x+3h—1)(3x-1)

lim
h> 0

Evaluando el limite

~ -6
T (3x-=1)(3x-1)

Por lo tanto la derivada de la funcidn es:

oy =6
= Bx-1)2
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Ejercicio

Obtener la derivada de la funcién utilizando la definicidén de derivada.
(x) = 4 1

g(x) = —— para x# -

Ejemplo

Determinar la derivada de la funcidn utilizando la definicién de derivada.

flx) =+v3x—4 six=>43

Solucién:
flx+h) =V3(x+h) -4

Al sustituir en la definicidon de derivada:

V3(x+h)—4-+3x-4
h

Def(2) = i,

Al multiplicar por el conjugado del numerador

i V3x+3h -4 — \/3x—4]\/3x+3h—4+ J3x—4
= im
h»0 h V3x+3h—4 + 3x—-4
l X+ 3h=4 - 3x=4
= um
K> 0| (h)[V3x+ 3h— 4 + \/3x— 4]

Al simplificar

(3x+3h - 4) - (3x— 4)
(WV3x+3h—4+ 3x— 4

= um
h->0

3x+3h—4-3x+4
(W [V3x+3h—4 + 3x- 4]

3h
D,f(x) = lim
of 1) h>0 (h)/3x+3h—4 + \/3x— 4

= lim
h->0

3
V3x+3h—-4 + \/3x—4]
: 3
3x—4 + 3x-4

= lim
h->0

3

D - —
xf (x) 2{3x-4
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Ejercicio
Determinar la derivada de la funcidén utilizando la definiciéon de derivada.

glx) =V5x+2 six=-25

Il 3. Calculo de la derivada de una funcién
por teoremas

los siguientes teoremas.

D.(k) = 0 si k es una constante
D,(x) =1

D.(kx) = k si k es una constante
Dy(x™) =nx"'paran € R

Ealb o

Suma de funciones D, (f(x) + g(x)) = Dyf(x) + Dy, g(x)
Derivada de un producto

D, (f(x)-g(x)) = f(x)D,g(x) + g(x)D,f(x)

7. Derivada de un cociente

f(x)] _ 9(x) Dyf(x)—f(x) Dyg(x) sig(x) =0

g(x) (g(x))?

oo

X

8. Derivada de una funcién elevada a una potencia (regla de la cadena)
D, [f(x)1™ = nlf(x) 1" "D, f(x)
Este teorema generalmente se expresa como:
Du"™ = nu™'D,u, donde u es una funcién de x.
9. Derivada de una constante por una funcion.
D.kf(x) = kD, f(x) donde k es una constante.

Para calcular las derivadas de funciones reales de variable real, se aplican

Sean f(x)y g(x) dos funciones reales de variable real continuas, entonces:

El uso de estos teoremas se puede observar en los ejemplos resueltos en los

ejercicios planteados a continuacion:
Ejemplo

Calcular la derivada de la siguiente funcién:
flx) = —4x3+8x2-5x+9

85



Competencias

Universidad Auténoma del Estado de México e Nivel Medio Superior

Solucién:
D.f(x) = D, (—4x3) + D, (8x?) — D,(5x) + D, (9)

3(=4)x3" + 2(8)x*'=5+0

—12x2+ 16x -5

Ejercicio
Calcular la derivada de la siguiente funcién:

g(x) = 5x3+ 13x2 = 2x + 11

Ejemplo
Calcular la derivada de la siguiente funcién:

. 3 -5
f(x)=4x+x—2—\/x+§ six>0

Solucién:
3 _ — 1
Como == 3x 2y Jx=x"2
Entonces:
Flx) = 4x5+3x2— x"2+ 5/8 si x>0
Derivando:
Dyf(x) = Dy(4x5 + 3x72 = x + ¥ g)
Dyf(x) = Dy(4x5) + Dy(3x72) — Dy (x"2) + Dy(5/ 8)

= 20x* — 6x73 — V0~ "2+ 0

1
_ 4a_ 6 _ 7/
= 20x =,
6 1
= 20x4 - 3T T =
x 24/x
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Ejercicio
Calcular la derivada de la siguiente funcion:

f(x)=5x4—x%+ Vx - ‘71 six = 0

Ejemplo
Calcular la derivada de la siguiente funcion:
f(x) = (6x+ 4x?)(2x + 3x°)
Solucién:
Dy f(x) = (6x — 4x?) D, (2x + 3x%) + (2x + 3x°) D, (6x — 4x?)
= (6x + 4x?)(2 + 15x%) + (2x + 3x°)(6 - 8x) Simplificando

= 36x%+ 108x° + 8x2 + 8x

Ejercicio
Calcular la derivada de la siguiente funcion:
g(x) = (2x% — 5x3) (= 2x* + 7x°)
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Ejemplo
Calcular la derivada de la siguiente funcién:

g(x) = (2x% — 3x)(—4x> + 5x%)(6x> - 7)

Solucién:
Dyg(x) = Dy[(2x% - 3x)(—4x3 + 5x*)1(6x° - 7)
= (2x% = 3x) (= 4x3 + 5x*) D,(6x° - 7)
+ (6x° — 7) D, [(2x? — 3x) (—4x3 + 5x%)]
= (2x? - 3x)(—4x® + 5x*) (30x*)
+(6x° — 7) [(2x% = 3x) Dy(—4x3 + 5x%)
+ (=4x3 + 5x%) D, (2x? — 3x)]
= (2x? = 3x)(—4x3 + 5x*) (30x*)
+ (6x° = 7)[(2x% = 3x) (= 12x? + 20x3) + (—4x3 + 5x%) (4x - 3)]
= (2x? = 3x) (—4x® + 5x*) (30x*) + (6x° — 7)(2x? — 3x) (= 12x? + 20x3)

+ (6x° — 7)(—4x3 + 5x*)(4x — 3)
Simplificando
D,g(x) = 660x'° — 1380x° + 648x% — 420x° + 805x* — 336x°

Ejercicio
Calcular la derivada de la siguiente funcién:
g(x) = (2x — 4x?)(6x — 8x3)(5x°> — 9)
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Ejemplo
Calcular la derivada de la siguiente funcion:
flx) = 2x3\/_"4x2 six >0, x % 2

Solucién:
Dyf(x) = Dy

VJx

2x3 — 4x2

(2x3 - 4x2) Dx(x1/2) —(x"2) D, (2x3 — 4x?)

a [2x3 — 4x2]2

(2x% = 4x2) (V) x"2) = (x"2)(6x% - 8x)

B [2x3 — 4x2]2

3_ 4.2 _
%— (6x2 — 8x)/x

[2x3 — 4x2]2

Ejercicio

Calcular la derivada de la siguiente funcién:
g(x):bz/fx16 si x>0, x= 8
Ejemplo

Calcular la derivada de la siguiente funcion:
flx) = (2x3 + 9x)6

Solucién:

D.f(x) = D,(2x3 + 9x)°
=6(2x3 - 9x)% " D,(2x3 - 9x)
= 6(2x> — 9x)° (6x2 - 9)
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Ejercicio
Calcular la derivada de la siguiente funcién:
flx) = (6x° + 4x)3

Ejemplo

Calcular la derivada de la siguiente funcion:
flx) = Vx3-3x+8

Solucién:

D,f(x) = DVx3—3x+ 8

Dy [x® — 3x + 8]V3

1
= §[x3 —3x+8]V37" D.(x3-3x+8)

[x3 - 3x+ 8]7%3.(3x2-3)
1
[x3 — 3x + 8]+¥3
(3x2 - 3)
33(x3 - 3x+ 8)2

Wl = w|=

(3x2 - 3)

Ejercicio
Calcular la derivada de la siguiente funcién:
g(x) = V3x2 - 4x, six >%/\ x<0
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Ejemplo
Calcular la derivada de la siguiente funcién:
4x3 - 5x .
f(x) = Nrroery six > 2
Solucién:
DF) = D 4x3 — 5x
X) = Dy——=
* “Vax? =16
(4x2— 16) "2 D(4x> — 5x) — (4x3 — 5x) Dy(4x? — 16) "2
= —
[V4x2 - 16]
(4x2 - 16) V2 (12x2 = 5) — (4x3 = 5x) (V) (4x2 - 16)"2 D, (4x2 - 16)
2
= —
[V4x2 — 16]

_ 1 (4x° - 5x) (8x)
2 (4x2-16)"2
4x2 - 16
(4x3 - 5x) (8x)
2V 4x2 - 16

(4x2 = 16)V2 (12x2 = 5)

V4x2 - 16 - (12x% - 5) -

4x2 - 16

Ejercicio
Calcular la derivada de la siguiente funcién:

Flx) = Sx—4x®

= — six >3
V3x2-27

Derivadas de las funciones trigonométricas directas

Las derivadas de las funciones seno, coseno, tangente, cotangente, secante
y cosecante se calcularan aplicando los siguientes teoremas, en los cuales se
considera a U como una funcién continua de x.

1. D, senU= cosUD,U

2. D, cosU=—senUD,U

3. D, tanU = sec?UD, U

4. D, cotU= —csc?UD, U

5. D, secU=secUtanUD, U
6. D, cscU=—cscUcotUD, U
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A partir de los siguientes ejemplos y ejercicios se asume que las funciones son
continuas y derivables en su dominio.

Ejemplo

Aplicar los teoremas y calcular la derivada de la siguiente funcion:

f(x) = sen 5x + 2 cos 6x?

Solucién:
D.f(x) = D,(sen5x+ 2 cos 6x?)

D,(sen 5x) + D,(2 cos 6x?)

cos 5x D,5x + (2sen6x?) D,6x?

5c0s5x + 2(—sen6x?)(12x)

= 5c0s5x — 24x sen6x?

Ejercicio

Aplicar los teoremas y calcular la derivada de la siguiente funcion:

g(x) = 3tan 7x - 2cot x3

Ejemplo
Aplicar los teoremas y calcular la derivada de la siguiente funcién:
h(x) = Y csc8x2

Solucién:

(csc8x?)3

D, h(x)

1 _2

;(cschz) 3 D, csc8x?

1 1

= -2 ——— [—csc8x2cot8x2 D, 8x2]
3 (csc8x2)3

—16xcsc8x? cot 8x2
33csc28x2

92



Célculo Diferencial: Derivada de una funcién

Ejercicio
Aplicar los teoremas y calcular la derivada de la siguiente funcién:
f(x) = +sec2x
Ejemplo

Aplicar los teoremas y calcular la derivada de la siguiente funcién:

2tan3x _.
flx) = ZE X gj el cos5x # 0
cos5x

Solucién:
Do) = D sen x2 tan 3x
xf(x) = Dy coS 5x

cos 5x Dy(sen x2 tan 3x) — senx? tan 3x Dy(cos 5x)
(cos 5x)2

_cos5x(senx?Dy tan3x + tan3x Dysen x2) — senx? tan 3x (—sen5x) Dy5x
(cos 5x)2

_cos5x(senx? sec? 3x Dy3x + tan 3x cos x2Dyx? ) + 5senx? tan 3x sen5x
(cos 5x)2

3 cos 5x senx? sec? 3x + 2x tan 3x cos x + 5senx? tan 3x sen5x
cos?5x

Ejercicio
Aplicar los teoremas y calcular la derivada de la siguiente funcion:

f(x) _ sec3xsen3x
cots5x  Sicotbx# 0
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Derivada de las funciones trigonométricas inversas
Las derivadas de las funciones trigonométricas inversas se obtienen aplicando los
siguientes teoremas.

Debe considerarse que u es una funcién de x; esto es u = f(x)

1
1. Dy arctanu = -——D,
2. Dyarccotu=-——D.u
T Tx Toreu2 X
1
3. Dxarcsenu=\/]_u2Dxu
4. D, arccosu= - -——Du
o T ur X
5. D,arcsecu=———D,u
uu? -1
6. D, arccscu = — ! D,u
uvu? -1

Ejemplo
Con base en los teoremas, calcular la derivada de la siguiente funcion:

f(x) = arc sen (2x? - 5)

Solucidn:
D, f(x) = Dyarc sen (2x% - 5)
1
= :Dx(sz - 5)
V1-(2x2-5)2
3 4x
V11— (2x2-5)2
Ejercicio

Con base en los teoremas, calcular la derivada de las siguientes funciones:
1. f(x) = arccos (4 - 2x?)

sec 6x

2. flx) =

arccos x2
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Derivadas de las funciones exponenciales
Los teoremas que se usan para calcular la derivada de las funciones exponencia-
les se presentan a continuacion; en éstos se considera a u como una funciéon de .

1. Dya* = a* In aD,u

2.D,e* = e“Du

Ejemplo
Obtener laderivada de lasiguiente funcién usando los teoremas correspondientes:
f(x) = 30x7-90)
Solucién:
Dyf(x) = D, 30 ~%%)
3(¥*=9%) (In 3) D, (x%-9%)

3(¥*=9%) (In 3) D,(2x - 9)

(2x — 9) 3 (*¥*=9%) (In3)

Ejercicio
Calcularladerivadadelasiguiente funcién usandolosteoremas correspondientes:

flx) = 8x*= 2

Ejemplo
Calcularla derivada de la siguiente funcién usando los teoremas correspondientes:
h(x) = gescx’

Solucidn:
D,h(x) = D, ecse*
= e%¢¥ D cscx3
= e%¢¥ (—csc x3 cot x3 (3x2))

3
= —3x?% csc x3 cot x3 e5¢
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Ejercicio
Calcularla derivada dela siguiente funcién usando los teoremas correspondientes:

flx) = esen x?

Ejemplo
Calcular la derivada de la siguiente funcién usando los teoremas correspondientes:

g(x) = tan 23¥*> + Insec e’* =3

Solucién:
D, f(x) = D,(tan 23**° + Insece’*~3)

= sec? 23¥+5 p 23+S D:C::Zf:j

= sec? 2%+ 5 In2 Dx(3x + 5) + 2 tane T Tpxe Tt

= sec? 23**5In 2(3) + tane’*~ 3 e’*~ 3 Dx(7x - 3)

= 3sec? 23X+523X+5 In 2+ tane’* =3 7%~ 3 Dx(7)

= 3sec? 23¥*+523%*5 In 2+ 7tane’* 3 ’¥ "3
Ejercicio

Calcular la derivada de la siguiente funcion usando los teoremas correspondientes:

f(x) = cot(4>~2%) + In (sene®*~ ")
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Derivada de las funciones logaritmicas
Para calcular la derivada de las funciones logaritmicas, se aplicaran los siguientes
teoremas, considerando que u = f(x).

1. D,log,U = % log, e

2.p,imu=2
U

Ejemplo
Usando los teoremas, derivar la siguiente funcién:
f(x) = loge(8x% + 4x + 15)

Solucién:

D, f(x) = D, loge(8x? + 4x + 15)
_ D(8x%+4x-15)
8x2+ 4x+ 15
_ 16x + 4 l
= sx2rax—15 96 €
Ejercicio

Usando los teoremas, derivar la siguiente funcion:

f(x) = log, (x> + 4x> = 2x + 1)

Ejemplo
Con el uso de los teoremas, derivar la siguiente funcion:

g(x) = log, sec 2x

Solucién:
D,g(x) = D,log, sec 2x

_ Dxsec2x lo e
sec2x 9a

_ Ssec2xtan2x Dx2x
= log4 e
sec2x

_ Ssec2xtan2x2 lo e
sec2x 9a

2 tan2xlog, e
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Ejercicio
Con el uso de los teoremas, derivar la siguiente funcion:
h(x) = log tan 5x

Ejemplo
Con el uso de los teoremas, derivar la siguiente funcion:

f(x) = n(3x* — 7x?)

Solucién:
D, f(x) = D, In(3x* — 7x?)
_ Dx(3x*-7x?)
T 3w -7x2
_ o 12x3-14x
T 3x4 - 7x2
Ejercicio

Con el uso de los teoremas, derivar la siguiente funcion:

h(x) = In(5x3 + 8x?)
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I 3.1 Derivacién implicita

Hasta este momento, las funciones presentadas en el texto se han enunciado de
forma explicita. Por ejemplo, en la ecuacién

y=3x>-2,... (1)

la variable y estd escrita explicitamente en términos de la variable x, y decimos
que y es una funcién de x, ya que podemos escribir:

y = f(x), en donde f(x) = 3x2 -2

Sin embargo la ecuacion
3x2-y=2,...(2)

define la misma funcién f, ya que al despejar y obtenemos la ecuacion (1).
En el caso de la ecuacion (2) decimos que y es una funcién implicita de x o que
f esté definida implicitamente por la ecuacion (2).

Asi, una regla de correspondencia de la forma f(x,y) = 0; es decir, cuando ninguna
variable estd despejada en términos de la otra, representara una funcion implicita.
Son ejemplos de este tipo de funciones las siguientes:

xy+x-2y—-1=0, x2—xy+y?> =3, Jx+Jy =4, y’senx + y = arctanx
La derivada ¥" de estas funciones se puede determinar por dos procedimientos:

1. Despejando ¥ en la funcién y calculando ¥’ directamente (salvo para funciones
muy sencillas, este procedimiento resulta pocas veces viable o impractico).

2. Se considera primeramente a y como funcién de X; es decir, y = f(x); después
se derivan ambos miembros de la igualdad con respecto a x, se efecttan
operaciones, se trasponen todos los términos que contengan a y’ al primer
miembro, se factoriza y’ y finalmente se le despeja.

A este segundo procedimiento se le llama derivacién implicita y para aplicarlo se
deben tomar en cuenta las siguientes condiciones:

a) D=y

b) D.(xy) = xy' + y (teorema del producto ya que y = f(x))

c) Dyy"=ny™'y (teorema de funcién compuesta o regla de la cadena)

d) Dx"y" = x"ny™ 'y + y"nx™"' (teorema del producto y regla de la cadena)

Cabe aclarar que no toda ecuacién f(x,y) = 0 representa una funcién, sino que
puede ser una relacién, como por ejemplo x? + y? = 1.

En los siguientes ejemplos aplicaremos la derivacion implicita y supondremos
que la ecuacion dada en x y y, es una funcién derivable f.

Ejemplo

Mediante derivacion implicita, determinar la derivada con respecto a x de la
funcidn 5x2y3 + 2x2 = 3 + y
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Solucién:

Derivamos todos los términos con respecto a x y se aplican las condiciones
mencionadas
D, (5x2y3) + D, (2x?) = D,(3) + D, (y?)

[5x2D,(y3) + y3D,(5x) 1 + 4x = 0 + 2yy’

5x2(3y%y’) + y3(10x) + 4x = 2yy’

Efectuamos operaciones y ordenamos
15x2y2y" + 10xy> + 4x = 2yy

Trasponemos los términos que contienen a Yy’ al primer miembro y los demas al
segundo

15x2y%y = 2yy’ = —10xy> — 4x
Factorizamos a y' como factor comun

y (15x2y? = 2y) = =10xy> — 4x
Finalmente despejamos a y' pasando el otro factor dividiendo al segundo
miembro y se tendra la derivada pedida

—10xy3 — 4x

y = 15x2y2 — 2y

Ejercicio

Mediante derivacién implicita, determinar la derivada con respecto a x de la
funcion 4y* + x3 = 2x + xy?,

Ejemplo

Mediante derivacion implicita, determinar la derivada con respecto a x de la
funcioén y3cosx + 2y — 5xy = arctanx.
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Solucién:

Derivamos todos los términos con respecto a x y se aplican las condiciones
mencionadas

[y3D,(cosx) + cosxD,(y3)] + 2yy’ — [5xD,(y) + yD,(5x)] =

1+ x2

1

y3(=senx) + cosx(3y?y’) + 2yy' — 5xy’ — y(5) = [

—y3senx + 3cosxy?y' + 2yy' — 5xy - 5y = e

Dejamos los términos que contienen a y’ en el primer miembro y trasponemos
los demas al segundo

3cosxy?y’ + 2yy — 5xy’ = y3senx + 5y + T

Factorizamos a y’ como factor comun

(3 24+2y-5x)=y3 +5y+——
y'(3cosxy y— 5x) = y’senx + 5y T 2

Finalmente despejamos a y’

y3senx + 5y +

, 1+ x?
y_

3cosxy? + 2y — 5x

Ejercicio
Mediante derivacion implicita, determinar la derivada con respecto a x de la
funcién In(x + y) + x2 — 2y* = 10.

Ejemplo

Calcular la pendiente de la recta tangente a la grafica de 3(x? + y?)2 = 100x2 100>
en el punto (4, 2).
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Solucién:

Recordemos que la derivada ¥’ representa geométricamente a la pendiente de la
recta tangente en el punto considerado.

Entonces derivamos implicitamente:
3(2)(x% + y*) D (x? + y?) = D,(100x?) — D,(100y?)
6(x? + y2)(2x + 2yy’') = 200x — 200yy’
(6x% + 6y?)(2x + 2yy') = 200x — 200yy'
12x3 + 12x%yy’ + 12xy? + 12y3y’ = 200x — 200yy’
12x2yy’ + 12y3y’ + 200yy’ = 200x — 12x3 - 12xy?
y'(12x%y + 12y3 + 200y) = 200x — 12x3 — 12xy?

~200x - 12x° - 12xy?
T 12x2y + 12y3 + 200y

y

Podemos dividir entre 4 ambas expresiones de la fraccion:

_ 50x — 3x° - 3xy?
" 3x2y+ 3y3 + 50y

y

Finalmente evaluamos a ¥’ en el punto solicitado:

50(4) — 3(4)3 - 3(4)(2)2

Y = 3@2(2) 1 327 + 50(2)
. —40 B -2
Y =220 11

La gréfica de la relacién junto con la tangente en el punto considerado se realiza
con un paquete graficador y se presenta en la siguiente figura (a la curva se le
llama lemniscata):

-2
m=y'(4,2)= -

3 (x2 + yz)2 = 100 (x2 - yz) A
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Ejercicio
Calcular la pendiente de la recta tangente a la grafica de 3(x? + y?)2 = 100xy en
el punto (1, 3) y trazar la grafica con un paquete graficador.

IW 4. Ecuacién de la recta tangente
y normal a una curva

¢ Qué significa que una recta sea tangente a una curva en un punto? En geometria
plana, una recta tangente en un punto P sobre una circunferencia; es la recta
perpendicular al radio que pasa por P, como se muestra:

Sin embargo, esa definicién no puede extenderse a curvas mas complejas, ya
que una recta tangente puede intersectar a una curva varias veces. Por ejemplo,
icoémo se podrian definir las rectas tangentes que se observan en las siguientes
figuras?, ;diciendo que una recta es tangente a una curva en un punto P si toca
a la curva en P sin atravesarla? Tal definicion seria correcta para la primera curva
de las tres que mostramos, pero no para la segunda. También se podria decir
que una recta es tangente a una curva si la toca o hace interseccién en ella
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exactamente en el punto P, definicién que serviria para una circunferencia, pero
no para curvas mas generales, como la tercera curva.

»

P y 4

A - A

y=flx) y=f=

T \ > X > x

Para definir la recta tangente en un punto P sobre la grafica de una ecuacion,
es suficiente dar la pendiente m de la tangente, ya que ésta determina
completamente a la recta (junto con el punto por supuesto). Asi pues, el
problema de encontrar la recta tangente en un punto P de una curva se reduce
al de calcular su pendiente en ese punto. Para esto aplicaremos lo visto en el
tema 2 del presente médulo, en el cual se establecié que la derivada f'(x) de
una funcién representa geométricamente la pendiente de la recta tangente en
un punto considerado y también emplearemos la ecuacion punto-pendiente
y - y; = m(x —x;) vista en geometria analitica.

Asi entonces, sea una funcién f(x) continua y derivable en x = x, entonces la
funcién tiene una recta tangente en el punto de coordenadas (xi,f(x1)) y su
ecuacion es de la forma.

y=flx) = f'(x)(x = x7)

en la que f'(x;) es la pendiente de la recta tangente en x = x,.

Por otra parte, una recta normal a una curva en un punto dado es la recta
perpendicular a la recta tangente en ese mismo punto, denominado punto de
tangencia, y cuya pendiente serd, recordando la condicion de perpendicularidad

mm, = —1,
1

mN=—

f'(xy)
y su ecuacién tendré la forma
1
y-flx) = “F @) (x = x7)

Graficamente se tiene

y

A

normal y=fx) tangente

(x1,f(x7))
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Si al evaluar la derivada de una funcién en un punto de abscisa x;, resulta que no
esta definida, entonces la recta tangente en ese punto es vertical, y tendra por
ecuacion x = x;.

Igualmente, si al evaluar la derivada de una funcién en un punto de abscisa x;,
el resultado es 0, indicara que la recta tangente es horizontal con ecuacién
y =f(x).

Ejemplo

Determinar la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de
la funciéon f(x) = x? + 5x + 2 en el punto de abscisa x; = 0. Trazar la grafica de la
funcién y las gréficas de la recta tangente y normal en un mismo plano.

Solucién:

Calculamos primeramente la ordenada del punto de tangencia sustituyendo
x; = 0 en la regla de correspondencia de la funcién

flx;) = £(0) = (0)%+ 5(0) + 2
f(x) = f(0) = 2, entonces
PT= (0/2)

Después se calcula la derivada de la funcién y la evaluamos en x, = 0 para tener
la pendiente de la recta tangente

f(x)=2x+5
f(x;) = £(0) =2(0) + 5
f(x)=f(0)=5=myg
Sustituimos los valores obtenidos en la ecuaciéon de la recta tangente y
simplificamos para llegar a la forma general de la ecuacién de esta recta
y= flx) = f'(x)(x = x)
y—2=5x-0)
y—2=5x
5x-y+2=0

Posteriormente sustituimos los valores en la ecuacién de la recta normal para
obtener su forma general

y— flx;) = - (x—x7)

1
f(x)
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La grafica de la funcién con las rectas tangente y normal en el punto (0,2) es la

siguiente
12 ] /
/ recta tangente
10 |
f(X)=x°+5x+2 /
8.
6] /
—_
\ 4
recta-normal
14 T2 o T "6 "2 "y "6 s "o !
Ejercicio

Determinar la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de
la funcion f(x) = x? + 2x + 5 en el punto de abscisa x, = 0. Trazar la gréfica de la
funcién y las gréficas de la recta tangente y normal en un mismo plano.

Ejemplo

Determinar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcidn
f(x) = —x* - 3x2 — 2x + 2 que tiene pendiente m = -2.

Dos soluciones.
Solucién:
Derivamos la funcién
f(x)=-3x2-6x—-2

Como la derivada es la pendiente de la tangente, la igualamos con -2 que es la
condicién pedida
f(x) =-3x*-6x-2=-2
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simplificamos

-3x?-6x=0

Resolvemos la ecuacion cuadratica resultante por factorizacion
(=30)(x+2)=0

Igualamos cada factor con cero

-3x=0,(x+2)=0

De donde

x1=01x2=—2

Por tanto tendremos dos puntos de tangencia que se obtienen al sustituir los
valores anteriores en la funcién

Punto P f(=2) = —(=2)3-3(-2)2-2(-2) + 2
f(=2)=2
P(-2,2)
Punto Q f(0) = —=(0)3 - 3(0)2 - 2(0) + 2
f(0) =2
Q(0,2)
Las ecuaciones de las rectas tangentes seran
Tangente 1
y—2=-2(x—-(-2))
y—2=-2(x+2)
y—2=-2x—-4
2x+y+2=0
Tangente 2
y-2=-2(x-0)
y—2=-2x
2x+y—-2=0

La gréfica de la funcion con las dos tangentes es la siguiente:

f(x)=-x>-3x°-2x+2
8

tangente 1 tangente 2
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Ejercicio
Determinar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcidon
f(x) = x* + 3x% + 3x + 2 que tiene pendiente m = 3. Dos soluciones.

IM 5. Funcién creciente y decreciente

Supongamos que la siguiente figura representa la grafica de una funcién f
continua para toda x en el intervalo cerrado [x;, xsl.

v

>

La figura anterior muestra que cuando un punto se desplaza a lo largo de la
curva, digamos de A a B, los valores de la funcién crecen cuando la abscisa crece,
y que cuando un punto se mueve a lo largo de la curva, por ejemplo de B a C,
los valores de la funcién decrecen cuando la abscisa crece. Se habla entonces
de que f es creciente en el intervalo cerrado [x;,x,] y que es decreciente en el
intervalo cerrado [x,, x;].

De lo anterior podemos establecer las siguientes definiciones.

Si una funcién f estd definida en un intervalo I, entonces:

[) fescreciente enl six < x, entonces f(x;) < f(x,) para x;, x, €1.

ll) f es decreciente en I si x; < x,, entonces f(x1) > f(x2) para x;, x; €1
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La funciéon de la figura es creciente en los intervalos cerrados [x;, x,]; [x3, x4]; [xs, %);
[x7,x5]; y es decreciente en los intervalos [x,, x;; [x4, x5]; [x6, x;7].

En la siguiente figura se dan interpretaciones geométricas de las definiciones
anteriores (si f fuera constante, su gréfica seria un segmento de recta horizontal).

X1 Xy X
Observemos que en el intervalo en el que la funcion es creciente, el dngulo de

inclinacién de una tangente es agudo; es decir, su pendiente es positiva y como
la pendiente de la tangente es la derivada, entonces f'(x) > 0.

Igualmente, cuando la funcién es decreciente, el angulo de inclinacién de una
tangente es obtuso, por lo que su pendiente es negativa y entonces f'(x) < 0.

M 5.1. Maximos y minimos de una funcién

En este tema y en el siguiente se verd un método para determinar los valores
maximos y minimos de las funciones y la utilidad de éstos para trazar un esbozo
de la gréfica de una funcién.

Para esto, definiremos primeramente lo que es el maximo y el minimo de una
funcioén.

Definicién

Si una funcién f estéd definida en intervalo I'y x, es un nimero en [, entonces
f(xo) es el valor méximo de f en I'si f(x) < f(xo) para todo (V x € I), f(x,) es el
valor minimo de fen Isi f(x) = f(xo) para todo (V x € )

En otras palabras, para que el valor de f en x, sea un méximo, debe ser mayor o
igual a todos los valores de f en los puntos préximos y para que el valor de f en
xo s€a un minimo, debe ser menor o igual a todos los valores de f en los puntos
Proximos.

En las siguientes figuras se ilustran graficamente un valor méximo y uno minimo
de una funcién en un intervalo cerrado [a, b].

A

y f'(xo) =0 “_’y
| ‘ N\ =0/
if( SUCIN | |
R | | |
| R UV C I
a x %o b x a x Xo b xr
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Los valores méximo y minimo de f se llaman valores extremos o simplemente
extremos de f.

Mencionaremos a continuacion un teorema que sirve para determinar los extremos
de una funcion:

Si f tiene un extremo en un punto x,, entonces f'(x,) = 00 bien f'(x,) no existe

De esta manera, si f es diferenciable en un punto en el que tiene un extremo,
entonces la grafica de f tiene una tangente horizontal en ese punto.

Cabe aclarar que, aunque las gréficas en las figuras anteriores tienen una tangente
horizontal en el punto (xy, f(x)), también pueden aparecer valores maximos y
minimos en las abscisas de los puntos en los que las gréficas tienen esquinas o en
los puntos extremos de los dominios.

Igualmente, cabe mencionar que algunas funciones pueden tener un maximo y
un minimo mas de una vez y otras pueden tener un valor maximo, pero no uno
minimo en un intervalo o viceversa. Otras funciones pueden no tener un valor
maximo ni uno minimo.

M 5.2. Criterio de la segunda derivada

El criterio de la segunda derivada; es decir, la derivada de la primera derivada
(denota como f”(x)) sirve para saber si una funcién tiene un maximo, o un minimo,
en un determinado valor y se establece de la siguiente manera.

Si f(x) es diferenciable en un intervalo abierto que contiene un valor x, de fy
f"(x,) existe; entonces:
si f"(xy) < 0O, f tiene maximo en x,

si f"(xp) > 0, f tiene minimo en x,

Los pasos que enunciamos a continuacién resumen lo visto en los puntos 5, 5.1
y el criterio de la segunda derivada y sirven para determinar los valores extremos
de una funcién f(x), asi como los intervalos en los que es creciente y decreciente.

1. Se obtiene la derivada de la funcién

2. Seiguala con 0O esta derivada

3. Se resuelve la ecuacion resultante f'(x) = 0 para obtener los valores o nu-

meros criticos.”

Se obtiene la segunda derivada de la funcién

Se evalla la segunda derivada en cada uno de los valores criticos obtenidos

en el paso 3y se aplica el criterio de la segunda derivada

6. Se obtiene la ordenada de los puntos maximos y minimos (llamados puntos
criticos) sustituyendo los valores criticos en la funcién original

7. Selocalizan en el plano cartesiano los puntos méximos y minimos y se traza
un esbozo de la gréfica de la funcion

o s

*  Un nUmero X en el dominio de f(x)tal que f'(x,) = 00 f'(x,) no esté definido, se llama nimero o valor critico de f(x). En este paso la condicién

f'(xo) = 0no garantiza que la funcién tenga un extremo en xo.
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8. Se establecen los intervalos en los que la funcién es creciente y decrecien-
te; en un punto maximo la funcién cambia de creciente a decreciente y en
un punto minimo de decreciente a creciente.

Los pasos descritos se aplican en los siguientes ejemplos.

Ejemplo

Trazar la grafica de la siguiente funcién determinando sus puntos méximos y
minimos, asi como los intervalos en los cuales es creciente y decreciente.

f(x) =3x2+3x-2

Solucién:

Primero calculamos la primera derivada f'(x) =6x+3
Igualamos con 0 y resolvemos la ecuacién: 6x+3=0

3001, -
x=-e=oo a este punto se le llama valor critico

Calculando la segunda derivada: f"(x)=6
f"(x)=6>0, como la segunda derivada es mayor que 0, tenemos un punto minimo.

1 . ., .
En x=-2 sustituyendo en la funcién original

(1 17 (1
-~ =3]-= | +3|-= -2
7573 )
33,1
4 2 4
Por lo que el punto minimo es <- 1,_11>
Gréficamente 2 4
y
4__
3__
Pun Creciente
Decreciente
1__
X
4 3 1 2 3 4 '

Punto minimo

.. . 1
Intervalo donde la funcién es creciente: |-,
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Ejercicio
Trazar la grafica de la siguiente funcién determinando sus puntos maximos y
minimos, asi como los intervalos en los cuales es creciente y decreciente.

flx) =2x?+ 4x -6
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Ejemplo

Trazar la gréfica de la siguiente funcién determinando sus puntos maximos y
minimos, asi como los intervalos en los cuales es creciente y decreciente.

f(x) = x3 - 6x%+ 3x+ 10

Solucidn:

Primero calculamos la primera derivada: /' (x)=3x*— 12x +3
Igualamos con 0y resolvemos la ecuacion de segundo grado:

3x* -12x+3=0
a=1
3x* -12x+3=0 aplicando férmula general: h =-4
c=1

Sustituyendo los datos:

_=bxb’-dac _-(-4)* N8 =4 _4z12

2a 2(1) 2
Por lo que una solucién es con el signo positivo: 4+;ﬂ = 7'2£=3.73
Y otra con el signo nega‘civo:4_;E = 0'52358 =0.2679

A los puntos x =3.73y x=0.2679 se les llama valores criticos.
Calculando la segunda derivada: f"'(x) =6x-12

Sustituyendo los puntos criticos en |la segunda derivada para encontrar los puntos
maximos y minimos:

Si x =3.73, entonces /" (x)=6x-12 =6(3.73) - 12 =10.38

Como la segunda derivada f"'(x) =10.38 >0, tenemos un punto minimo.
Y se encuentra sustituyendo el valor de x en la funcién original.

Six =373

£(3.73)=(3.73)° - 6(3.73)* +3(3.73) +10 =

=51.9-8347+11.194+10=-10.38

Y el punto minimo es (3.73,-10.38)

Si x=0.2679, entonces f"(x) = 6x - 12 = 6(0.2679) - 12 = -10.39

Como la segunda derivada /''(x) =-10.39 < 0, tenemos un punto maximo.
Y se encuentra sustituyendo el valor de x en la funcion original.

Six =0.2679:

£(0.2679)=(0.2679)° - 6(0.2679)> +3(0.2679) +10 =
=0.01922-0.4306+0.8037+10=10.39

El punto méaximo es (0.2679,10.39)
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La gréfica queda de la siguiente manera:

y il
l
. l
Punto|maximo|— . \ ],
Decreciente| Crgclente
e/ l
[T
[T 1Y
[T
NER
T :
|
VT
(N
Creciente \ ]
I 1
| \ 1]
I |
' / unto minin
[l \
i
(=0,0.2679]

Intervalo donde la funcidén es creciente:
[3.73,0)

Intervalo donde la funcién es decreciente: [0.2679, 3.73]

Ejercicio
Trazar la grafica de la siguiente funcién determinando sus puntos maximos y
minimos, asi como los intervalos en los cuales es creciente y decreciente.

f(x) =x3=3x2-9x+3
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Ejemplo

Trazar la gréfica de la siguiente funcién determinando sus puntos maximos y
minimos, asi como los intervalos en los cuales es creciente y decreciente.

f(x) = x* - 3x?
Solucién:

Primero calculamos la primera derivada: f'(x) = 4x3- 6x

Igualamos con Oy resolvemos la ecuacion: 4x* - 6x =0
x(4x> -6)=0

x=0

(4x* -=6)=0 xz‘\E=i\E

3 ”
A los puntos x =0, x = \g, x =—\E , se les llama valores criticos.

Calculando la segunda derivada /" (x) =12x> -6

Sustituyendo los valores criticos en la segunda derivada para encontrar los puntos
maximos y minimos:

Six=0
£"(0)=12(0)> - 6 =-6 < 0, hay un punto maximo
Sustituyendo en la funcion original

£(0)=(0)* -=3(0)* =0, por lo que el punto maximo esté en (0, 0)
: 3
Six= \/;

f(\g ):12 (\E )2 -6=12> 0, hay un punto minimo
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Sustituyendo en la funcién original

5 3
rea=| 2
;B:crmzetendas \ 2

Six:—\g

- ;)=12[—\E] -6=12>0, hay un punto minimo

4

3

2
3 9 -~ .
\g) =-7 por lo que el punto minimo esta en <\/§,— 42)

f"

Sustituyendo en la funcién original
3 3 3
SHE 5 '%‘\E

Gréficamente

2

s

2 por lo que el punto minimo esté en (- ﬁ,—
4' V2

y
4 .
34
Decreciente
Creciente
2 -+
Punto maximo
1 -
X
-4 -3 -2 3 4
Creciente Decreciente
L]
Puntos minimos

Intervalo donde la funcidn es creciente: <— \E, 0> U <\/§ °°>

2

Intervalo donde la funcién es decreciente: <_°°’_\E> U (0,\ﬁ>
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Célculo Diferencial: Derivada de una funcién

Ejercicio
Trazar la grafica de la siguiente funcién determinando sus puntos méximos y
minimos, asi como los intervalos en los cuales es creciente y decreciente.

flx) = 2x* - 2x?
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6. Problemas de optimizacion

Optimizacion es determinar valores criticos de la variable independiente que hacen
que la funcién tenga un valor méximo o un valor mi

El concepto de derivada se puede aplicar en problemas de optimizacién en los
que se requiera calcular ganancias maximas, gastos minimos, materiales minimos,
entre otros; en la mayoria de estos problemas se presentan dos condiciones —area
y volumen, volumen y costo, costo y area, y mas—, lo que nos permite hacer el
célculo de una variable y otra queda en funcién de la primera. Lo importante es
observar qué datos se citan y cuél es la funcion a optimizar.

Los problemas de optimizaciéon se resuelven con la aplicacion de un maximo o un
minimo de una funcién.

Para dar solucién a un problema de optimizacién se requiere plantear una funcién
de la presentacion del problema, mediante la extraccion de los datos que se
requieren para poder aplicar los conceptos de maximos y minimos.

Se sugiere seguir los siguientes pasos para resolver ejercicios de optimizacion.
1. Leer el problema para identificar los siguientes elementos:
- Datos del problema
. Condiciones del problema
- Comprender lo que se pide optimizar del problema
Asignar las variables que usaras en el problema para plantearlo y resolverlo.
Realizar un dibujo de ser necesario, el cual te permitira tener una vision mas
amplia del problema.
4. Plantear la funcion objetivo en término de las variables propuestas. Esta
serd la que te permitird optimizar; puede quedar con dos variables.

w N

5. Establecer una ecuacién para cada una de las condiciones o restricciones
del problema.

6. Despejar una variable de las ecuaciones que se generen en el paso 5.

7. Sustituir en la funcién objetivo generada en el paso 4.

8. Obtener maximos o minimos de la funcién generada en el paso 7.

9. Concluir el problema y realizar una comprobaciéon con los resultados
obtenidos.

Ejemplo

La suma de los nimeros es 12. Obtener los nimeros si el producto del doble del
primero por el triple del segundo es maximo.

Solucién:

Se consideran los nimeros x, y.
Entonces x+y=12 (1)
Tal que P = (2x) (3y) debe ser maximo

Despejando ¥ de la ecuacion (1)
y=12 - x 2)
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Célculo Diferencial: Derivada de una funcién

Sustituyendo (2) en P.
P= (2x)3(12 —x)

P = —6x2+72x funcion de la cual se desea
obtener el producto méaximo

Derivando la funcién en P e igualdndola a 0, se tiene:
P=-12x+72=0

3(-4x + 24)=0
x = 6 valor critico.
Calculando P"y analizando para el valor critico:
P =-12
P" =12 < 0, se presenta un maximo para

la funciéon en x =86.
x = 6 corresponde a uno de los nimeros;

para calcular el otro se sustituye en la ecuacion (2):
y=12 -6 =6

Por lo tanto, los nimeros son 6 y 6, obteniéndose un méximo producto del doble
del primero por triple del segundo igual a 216.

Ejercicio
La suma de dos numeros es 14; obtenga los nimeros si el producto del
quintuplo del primero por el doble del segundo es maximo.
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Ejemplo

Se requiere conseguir un recipiente cilindrico, sin tapa, empleando 480 cm? de
lamina, ;qué dimensiones debe tener el cilindro para que el volumen contenido
en é| sea maximo?

Solucién:

Considérese:
r = radio de la base
h = altura del cilindro
Entonces la superficie es:
mr?+2rrh =480 (1)
Y el volumen: vV = nr?2 h debe ser maximo

Despejando h de la ecuacion (1):
480 - 7r?

h = 2nr (2)

Y sustituyendo (2) en el volumen V-
480 — mr?
2nr

r3

V=2407r- 2~
T

V = (mtr?)

Derivando la funcién Ve igualado a 0, se tiene

: 3
1% =24o-2—nr2=o

Entonces:
2(240)

3n

, 160

14 = —

m

r?=

r=++160 /1
Como el radio no puede tener un valor negativo, o no habria recipiente
r=714cm
Calculando V"y analizando el punto critico:
r=-3mr
V' (7.14) = - 3(3.1416) (7.14) = -67.29 < 0,
Asi que la funcién presenta un méximo enr = 7.14 cm

Sustituyendo r = 7.14 cm en la ecuacion (2), se tiene:

480 - 1 (7.14)2

h = 2m (214)

h=714cm

El recipiente cilindrico debe tener en su base un radio de r=7.14 cm y su altura
deber sern = 7.14 cm.
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Célculo Diferencial: Derivada de una funcién

Ejercicio
Se requiere construir un recipiente cilindrico, con tapa, empleando 720 cm? de

lamina, ;qué dimensiones debe tener el cilindro para que el volumen contenido
en él sea maximo?

Ejemplo

Un balén es pateado de una esquina de la cancha de futbol y describe una
trayectoria parabdlica, la cual estad definida por la siguiente funcién:

h=—-t2+ 50t

Donde h es la altura (en centimetros) y t el tiempo (en segundos). Calcular el
tiempo que tarda el balén en alcanzar la altura maxima y encontrar su valor.

Solucién:

K =-=2t +50
—2t+ 50=0
t=25

t = 25: es el valor critico.
Calculando h”y analizandola para el valor t
h" = -2 < 0se presenta un maximo de la funcién en
t = 25 segundos:
Sustituyendo el valor de t en h, se obtiene la altura méxima:
h = —(25)*+ 50 (25)
h = 625 centimetros

Se ha calculado que el balén tarda 25 segundos en alcanzar la altura méaxima,
que es de 625 cm.
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Ejercicio
Una canica es lanzada del piso y describe una trayectoria parabdlica, la cual
estd dada por la siguiente funcién:

h(t) = 15t — 5 t?

Donde h es la altura (en metros) y t el tiempo (en segundos). Calcular el tiempo
que tarda la canica en alcanzar la altura méxima y encontrar su valor.

Ejemplo

Una imprenta recibe el encargo de disefiar un cartel con las siguientes
caracteristicas: la zona impresa debe ocupar 150 cm’, el margen superior debe
medir 8 cm, el inferior 5 cm y los margenes laterales 6 cm cada uno. Calcular las
dimensiones que debe tener el cartel de modo que se utilice la menor cantidad

de papel posible.

Solucién:

gom El problema establece un area de impresion de 150 cm’, se suponen
como medidas del papel:
x = ancho
y = alto

6om por lo que el ancho del &rea de impresion es x - 12
soem® 2" el alto del drea de impresion queda como y - 13
por tanto, el drea de impresion es A= (x-12)(y - 13) = 150 (1)
Se despeja una de las variables de la ecuacion (1): y = %+ 13 (2)
sem y se considera la primera condicién.
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Célculo Diferencial: Derivada de una funcién

Parala segunda, se sabe que la cantidad de papel que usara el cartel se determina
por el drea dada por:

A=xy  (3)
Que es la segunda condicién y que se debe optimizar. Sustituyendo la ecuacion
(2) en (3) se tiene

150
x— 12

= x( + 13)

3 150 x + 13
T x-12 x

Esta es la funcién a optimizar. Utilizando los criterios estudiados, se deriva la
expresion con respecto a x:

_ (x—12)150 — 150x

Atx) (x—12)2

Se iguala a 0y se multiplica toda la expresién por (x - 12)?

De donde:
150x — 1800 — 150x + 13(x — 12)2=0
1800 = 13(x — 12)?
Por tanto
1800 = (x - 12)2
13
x=12+ [1800
13
x,=23.77
x,=0.23
Obteniendo la segunda derivada
A" (x) = 3600
(x-12)3
Sustituyendo x,
A"(23.77)= 3600 =220>0
(23.77-12)

Entonces la funcién tiene un minimo en x, con x, el denominador es negativo y
tendra un maximo.

Por tanto las dimensiones son:
x=23.77 cm

y= 150 +13=2574cm
23.77-12

Y el area del papel es de:

A= 150(23.77) + 13 (23.77)
23.77-12

A= 611.94cm?
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Ejercicios adicionales

. De acuerdo con la definicion de derivada, calcular la derivada de las
siguientes funciones:

1. f(x) =x-3 7.H(x) =x3+x*—x

2.9(x) =2x+ 4 8.f(x)=]; six 20
3. h(x) = 5x— 1 ‘5".g(x)=xf—3 six 23
4.ix) = 2x -1 10. h(x) = —— six # -3
5. F(x) = 4x* - 3x 11. F(x) = Vx six 20
6.G(x) = -5x>-3x+6 12.G(x) = Jx+1  six 2-1

[l. Utilizando teoremas, calcular la derivada de las siguientes funciones

1. f(x) = 4x3 - 10x2 + 8x— 4
2. g(x) = 5x3 + 11x%2 - 34 + 157

3.h(x)=3x4—% six#

4.i(x)=4x5+;—f+§ six=#0
5.F(x)=2x4—:—3+\/§—2?x six >0
6.G(x) = 325+ 5+ 23ax— 1 sixzV,
7. H(x) = (3x? - 2x)(2x + 3x?)

8. I(x) = (2x — 3x?)(—4x> + 5x%)

9. f(x) = (—4x + 3x%) (- 3x* + 5x3)
'IO.,g(x)=x‘2/:1 six=+1,>0

1. F(x) = (1-x)?

12.G(x) = (x? - 4%)3

13. H(x) = (2x - 3)°(5x — 6x?)

14. 1(x) = (4x° + 3x)°(2x° - 4x)?

15. F(x) = y2x2 = 3x+ 5 six <-1

16. G(x) = V3x2 - 4x
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Célculo Diferencial: Derivada de una funcién

17. H(x) = 22 six>5

x2-5x

3 2
18. I(x)=g six= 0,4

Vx3—4x?

19.h(x)—@ six> 4

T 2x2-4x

Derivar las siguientes funciones trigonométricas directas:

=5 0 0o NOo gk wWwNh =

f(x) = senx + cos4x
g(x) = 2tan 5x - 3 sec 6x
h(x) = cot2x + 7csc3x?
i(x) = 4sen®5x — 5 cot 2x3
j(x) = cos?3x sec?4x

k(x) = (tan4x)(3x? - 5)

I(x) = sen32x

tanx cos2x
3x+6

g(x): Six# -2

f(x) = (sen 2x)(cos 3x) (tan 4x)

0. f(x) = sen(tan 2x)

Derivar las siguientes funciones trigonométricas inversas

1.

2.
3.
4
5

f(x) = arc sen (2x + 1)

f(x) = arccos (2x? - 3)
f(x) = arctan(x + 3x?)
f(x) = arcsec (3 - x)

senx
flx) = S
arccosx

Derivar las siguientes funciones exponenciales

© N o u ok wN =

flx) = 2x=1
flx) = 4x*+2
flx) = 83-2x)

Fla) = 3%+

f(x) = esen*

flx) = ecosx?

f(x) = tan (2**~ 1) + In (cot e***9)

f(x) = sec(2%) — In (cos e*¥)
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VI. Derivar las siguientes funciones logaritmicas

1.

W ©® N ok w N

f(x) = log, (x* + 4x?)
f(x) = logs (3x2 + 6x%)
Flx) = In(x*+ 5¢2)
f(x) =In YxZ+ 8
f(x) = tan (In x?)
Fx) = sen(In 3 x*)

f(x) = In(cos x)

loge (5x2 7)
cos ( 2x%)

f(x) = cot (In 3x%)

10. f(x) = Inx* + log, x?)

VIl. Mediante derivacién implicita, determinar la derivada con respecto a x de las
siguientes funciones:

S o

X-xy+y?=7

x3 = 3x%y+ 2xy? =12
senx = x(1 + tany)
cos(xy) = 2y

1+ xy=e"

Calcular la pendiente de la recta tangente a la gréfica de (x? + y?)? = 4x?y
en el punto (1, 1) (a la curva se le llama bifolio)

VIIl. Recta tangente y normal

1.

Determinar la ecuaciéon de la recta tangente y de la recta normal a la
grafica de la funcién f(x) = 4x? en el punto de abscisa x, = -1. Trazar
la grafica de la funcidén y las gréficas de la recta tangente y normal
en un mismo plano.

Determinar la ecuaciéon de la recta tangente y de la recta normal a la
grafica de la funcién f(x) = 5x2 - 4x en el punto de abscisa x; = 2. Trazar
la gréfica de la funcién y las graficas de la recta tangente y normal en un
mismo plano.

Determinar la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la gra-
fica de la funciéon f(x) = x* - 2x2 + 4 en el punto de abscisa x; = 2. Trazar
la gréfica de la funcién y las gréficas de la recta tangente y normal en un
mismo plano.
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4. Determinar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion

f(x) = 1; en el punto de abscisa x; = 2. Trazar la gréfica de la funcién y la
gréfica de la recta tangente en un mismo plano.

Determinar la ecuacién de la recta tangente y normal a la gréafica de la re-
lacion y2(x2 + y?) = 2x2 en el punto (1, 1). Trazar la grafica de la relacién y la
grafica de la recta tangente y normal en un mismo plano con un paquete
graficador.

. Trazar la gréfica de las siguientes funciones, determinando sus puntos maximos

y minimos, asi como los intervalos en los cuales es creciente y decreciente.

1.

flx) = %x3+1§x2— 6x+ 8

2. flx) =x3-6x>+9x-8

3. flx)=x*-8x2+16

Resolver los siguientes ejercicios de optimizacién.

1.

Se va a construir una cisterna rectangular con base y tapa cuadrada que
almacenara 10 000 litros de agua. El costo del concreto para la base y las
caras laterales es de $180 por m? mientras que para la tapa es de $220
por m?. ;Cuéles deben ser las medidas de la cisterna para minimizar el
costo de su construcciéon?

Se requiere construir un recipiente cilindrico de metal sin tapa, que tenga
una superficie total de 120 cm? determine las dimensiones de modo que se
tenga el mayor volumen posible.

Un agricultor desea construir con 100 m de rollo de tela de alambre un corral
de forma cuadrada o rectangular; determine las dimensiones del corral de tal
manera que su area sea maxima.

Una imprenta tiene un contrato para hacer invitaciones para unos 15 afios,
de tal manera que la invitacion tenga 180 cm? de material impreso, dejando
en cada invitacion 3 cm de margen superior e inferior y 2 de margen iz-
quierdo y derecho. Determine las dimensiones que debe tener la invitacion
para que la imprenta utilice la menor cantidad de papel posible.
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Respuestas
l.
1. Dyf(x) =1 7. Dih(x) = 3x2+2x—1
2. Deglx) =2 8. Dyflx) = -3
3. Duhl(x) =5 9. Deglx) = - 5
4- Dxl(x) = % 10.th(x) = —%
5. Duf(x) = 8x—3 11. D, f(x) = 2;—2
6. Dyg(x) = —10x- 3 12.0,9(x) = 7=
Il
1. Dyf(x) = 12x> — 20x + 8
2. Dyg(x) = 15x% + 22 x— 34

3. Dehlx) = 122°+ =

6 2

4. Dyilx) = 20x*+ = - =
a3, 12 T2

5. D, f(x) = 8x* + Tt IE TS

8. D,ilx) = (2x = 3x2)(=12x% + 20x3) + (—4x3 + 5x*)(2 - 6x)
Q. D,f(x) = (=4 + 3x2) (=12x3 + 15x2) + (=3x* + 5x3) (=4 + 6x)

2_,4 .
uz\/,ﬁ

10. D, g(x) = 252_”2
11.D,f(x) = =2(1=x)
12. D, g(x) = 3 (x? - 4x)2 (2x— 4)

13. Dyh(x) = (2x—3)° (5x = 12x) + 10 (5x — 6x?) (2x — 3)*

14. D,i(x) = 2(4x° + 3x)° (2x3 — 4x)2(6x% — 4) + 5(2x% — 4x)2 (4x° +3x)* (20x* + 3)
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4x -3
15.0:f(x) = S
16. D, g(x) = —xt _
xg(x) V(3x2 - 4x)2
17. Duh(x) = 6x (x2 = 5x) = 3x%(2x - 5)
F PxlX) = (x2 - 5x)2
- 3 2
3*\/9:3—4x2(15x2+4x)—3(5";—2’()
. V(a3 - 4x2)2
18. D,i(x) =

V(3 —4x2)?

(sz— 4x)

19. Doh(x) = Lmms VETE G- 8
Dyh(x) =

(2x2-4x)2

Il

1. D,f(x) = cosx — 4 sen4x

D,g(x) = 10 sec?5 x — 18 sec 6x tan 6x
D,h(x) = 2csc? 2x — 42x csc3x? cot 3x
D,i(x) = 40sen5xcos5x + 30xcsc?2x3

D, j(x) = 8cos?3xsec?4xtandx — 6sen’4xcos3xsen3x

D, k(x) = 6xtandx + 4(3x? — 5)sec’4x

D, l(x) = 3v/sen2x cos2x

© N o v oA WD

—2(3x+6) tanxsen2x+(3x+6) cos2xsec? x—3tanxcos2x
(3x+6)2

Dyg(x) =
9. D,f(x) = 4sen2xcos3xsec?4x — sen2xtandxsen3x + 2cos3xtan4dxcos2x

10. D, f(x) = 2 cos(tan2x) sec?2x

V.
2
1. Dxf(x) = \/m
4x
2. Def(x) = V=4x%+12x7-8
1+6x
3. Dyf(x) = e
1
4. D, f(x) = - e
arccosx? cos x + jzﬂ
5. D, flx) = =

(arc cos x3)?
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1. Dyf(x) =21 m2

2. D f(x) = (2x+ 1)4%+*[n4

3. D f(x) = — 832%"4x[n8
4. D,f(x) = (3x% + 2x) 3+ n3
5. D,f(x) = e**™cosx

6. D f(x) = —2xe sen x2

5e5X+6gc2o5Xx+6

cot e5x+6

7. D.f(x) = 42 ") sec?(2** ") In2 -

8. D,f(x) = 2¥sec2*tan2*In2 + 4e** tane**

VL.

1. Dyf(x) = %
2. Doflx) = 2 s
3. Dyflx) = 4;3:51;);

4. D,f(x) = 3(x22’i -

5. Def(x) = Zsecziﬂ

6. Dyf(x) = 2ostinih)

X

7. D.f(x) = —tanx

2c0s2x% logg e

8. D.f(x) = =

+ 8x3 loge 5x%sen 2x*

cos2(2x%4

—4csc?(In 3x%)

9. D f(x) =

X

10. D, f(x) = %+ %log‘, e
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VIl
. y-3x?
Ly =5
y-x
2 +_ 6xy-3x2-2y?
- Y= 4xy—3x?
' —tany-1
3. _ cosx
y xsec?y
+_ ysen(xy)
4, y = L)
(xsenxy+2)
5 r_ye-1)
- Y= x(1-eXY)

6. y'(1,1)=0

VIII.
1. 8x+y+4=0;x-8y+33=0
16x—y—20=0;x+16y—194 =0

2
3. 4x-y-4=0;x+4y—18=0
4. x+4y—-4=0

5

x—=3y+2=0,3x+y-4=0

1. Pmax(—3,§) ,Pm,.n(z,g) ,creciente (—eo,—3),(2,0), decreciente (—3,2)

2. Pnax(1,-4), Ppin(3,-8), creciente (—,1),(3,%), decreciente (1,3)

3. Ppax(0,16), Ppin(=2,0), Puin(2,0) creciente (—2,0),(2,00), decreciente (—oo,—2),(0,2)
X.

1. lado=071m, h=197m

2. radio = 3.56 cm,h = 3.56 cm

3. cuadrado de 25 cm de lado

4. base = 14.95 cm,altura = 22.43 cm
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Imagen: https://encrypted-tbn3.gstatic.com/images?g=tbn:ANd9GcSxDuz1eNuAtGYb-
FH68gM050VvgD9ej1OHv1CnBcZoOtO-hrPQ9_Q
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Modulo 4

Diferencial de una funcidén

Competencias genéricas y atributos

1. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos
teniendo en cuenta los objetivos que persigue.

1.1 Enfrenta las dificultades que se le presentan y es
consciente de sus valores, fortalezas y debilidades.
1.4 Analiza criticamente los factores que influyen en su toma
de decisiones.
4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos
contextos mediante la utilizacion de medios, cédigos y
herramientas apropiados.

4.1 Expresa ideas y conceptos mediante representaciones
lingUisticas, matematicas o graficas.
4.5 Manejalastecnologias de lainformaciény lacomunicacién
para obtener informacion y expresar ideas.
5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a
partir de métodos establecidos.

5.1 Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva,
comprendiendo coémo cada uno de sus pasos contribuye
al alcance de un objetivo.

5.2 Ordena informacién de acuerdo a categorias, jerarquiasy
relaciones.

8. Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.

8.1 Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar
un proyecto en equipo, definiendo un curso de accién
con pasos especificos.

8.2 Aporta puntos de vista con apertura y considera los de
otras personas de manera reflexiva.

8.3 Asume una actitud constructiva, congruente con los
conocimientos y habilidades con los que cuenta dentro
de distintos equipos de trabajo.
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Competencias disciplinares basicas

. Construye e interpreta modelos matematicos mediante
la aplicacion de procedimientos aritméticos, algebraicos,
geométricos y variacionales, para la comprension y anélisis
de situaciones reales, hipotéticas o formales.

. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando
diferentes enfoques.

. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante
procedimientos matematicos y los contrasta con modelos
establecidos o situaciones reales.

. Argumenta la solucién de un problema, con métodos
numéricos, graficos, analiticos o variacionales, mediante el
lenguaje verbal, matematico y el uso de las tecnologias de la
informacién y comunicacion.

. Analiza las relaciones entre dos o més variables de un proceso
social o natural para determinar o estimar su comportamiento.

. Cuantifica, representa y contrasta experimentalmente
o matematicamente las magnitudes del espacio y las
propiedades fisicas de los objetos que lo rodean.

. Interpreta tablas, gréficas, mapas, diagramas y textos con
simbolos matematicos y cientificos.
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Il Introduccion

Existen situaciones-problema, dentro y fuera de las matematicas, en que
necesitamos estimar una diferencia, como en el célculo de errores al efectuar
mediciones (valor real menos valor aproximado), o simplemente al calcular
variaciones de la variable dependiente cuando la independiente varia. La mejor
aproximacion lineal es utilizando una recta tangente a una funcién en las cercanias
del punto de tangencia. Las diferenciales son Utiles para aproximar o estimar
valores que mentalmente seria complicado calcular, como V38, V48, o sen(61°);
(esto por supuesto con la calculadora no seria problema). Para aproximar célculos
en problemas de aplicacién utilizando la diferencial, es necesario determinar una
funcién de la cual partir.

Il 1. La diferencial de una funcién

Consideremos una funcién y = f(x). En algunas aplicaciones se tiene que la
variable independiente x varia ligeramente y se necesita encontrar la variacion
correspondiente de la variable dependiente y. Recordemos del médulo Il que
si x cambia de un valor inicial x; a uno final x,, entonces la magnitud del cambio,
denominado incremento de x (denotado por Ax), es la diferencia del valor final x,
con el valor inicial x;; es decir:

Ax = x; — x

De la igualdad anterior, se tiene:
Xy = x1 + Ax

Anélogamente Ay o Af(x), denominado incremento de y o incremento de la
funcién f(x), representa la variacion de la variable dependiente y correspondiente
al cambio Ax, y es la diferencia del valor de la funcién en x, con el valor de la
funcion en x;; es decir:

Ay = f(x;) = f(x;)
O bien
Ay = flx; + Dx) — f(x)

En general ay puede escribirse como

Ay = f(x + Ax) — f(x)
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Gréficamente se tiene:

y = f(x)
f(x; + Ax)

f(x)

v

b Xy = X+ Ax X

I 1.1 Interpretacién geométrica de la diferencial

Para aproximarse a la gréfica de una funcién, se utiliza una recta tangente como
se muestra en la siguiente figura:

A Y y= f(x)

f(X1 + AX)

fx)

v

X1 Xy = X1+ Ax X

En la figura si x se incrementa una cantidad Ax, entonces la diferencial de y
(denotada por dy) representa lo que sube (o baja) la recta tangente, cuando la
variable independiente cambia de x; a x; + Ax, mientras que Ay indica qué tanto
sube (o baja) la gréfica entre Py Q. En la figura se ha dibujado a Ax y a Ay como
cantidades positivas, sin embargo, también éstas pueden ser negativas. Ahora
bien, cuando Ax es pequefio, para una aproximacién de este tipo, esta cantidad
tradicionalmente se denota como dx y recibe el nombre de la diferencial de x; es
decir, Ax = dx, Ay puede aproximarse de la siguiente manera:

Recordemos que la pendiente m de una recta se define como la tangente tri-
gonométrica de su angulo de inclinacién 8 y que la derivada de una funcién f,
denotada por f'(x) 0 ¥, es |la pendiente de la recta tangente en un punto de la
funcion. Asi, observando el punto Py el tridngulo PTR de la figura tenemos que:

f(x) = m= tanf
TR
PR
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Pero TR = dy y PR = Ax = dx
de donde:

, _dy
f(x)—a

y si se despeja dy, tenemos finalmente la férmula para calcularlo:

dy = f (x)dx ) dy = y'dx

Por otra parte, si Ax fuera aproximadamente igual a O (denotado por Ax = 0); es
decir, que el valor de x; estuviera muy cercano al valor de x,, entonces 2—1, que es
la pendiente de la secante que pasa por Py Q, estaria muy cerca de la pendiente
f'(x) de la recta tangente en P, de lo que se sigue que si f es derivable, entonces:

by o
A" f(x) sidlx =0
Si despejamos Ay
Ay = f'(x)Dx

Ay = f(x)dx

Ay = dy

O bien
flx+ Ax) — f(x) = dy

Entonces, si Ax es cercano a O, se puede usar dy como una aproximacién al
incremento Ay, que es el cambio real en y, correspondiente a un incremento
pequefio de la variable x. Este resultado es util para las aplicaciones en las que
no se necesita una estimacién muy exacta del incremento de la variable y.

Ejemplo
Dada la funcién y = x3 + 4x2 — 2x + 3, calcular:
a) dy
b) el valor de dy parax=2yax=0.
Solucién:
a) Sea f(x) = x®+ 4x? - 2x + 3; entonces
dy = f'(x)dx
dy = (3x? + 8x— 2)dx
b) dx = Ax; sustituyendo x = 2y dx = 0.1en la férmula para dy tenemos
dy = [3(2)? + 8(2) — 21(0.1) = 2.6
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Ejercicio
Sea la funcién y = 2x3 + 4x? — 2x + 3, calcular:

a) dy
b) el valor de dy para x =3y Ax = 0.1

Ejemplo

Sea la funcién f(x) = x? + 5x - 6:
a) Determinar Ay cuando x cambia de 3 a 3.1
b) Usar dy para estimar Ay para el mismo cambio en x

Solucién:

a) Datos x=3, x+Ax=31  Ax=0.1
Para calcular Ay tenemos
Ay = f(x+ Ax) = f(x)
Ay = f(3.1) = £(3)
Ay = [3.12 + 5(3.1) — 6] - [3% + 5(3) - 6]
Ay = 1.11

b) Ahora para calcular dy tenemos
dy = f'(x)dx, dx = Ax
dy = (2x + 5)dx
dy = (2(3) + 5)(0.1)
dy = 1.1

El error en la aproximacién es = 1.1 - 1.1 = 0.01
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Ejercicio
Sea la funcién y = 2x? + x - 8:
a) Determinar Ay cuando x cambiade 2 a 2.1
b) Usar dy para estimar Ay para el mismo cambio en x

IW 2. Calculo de la diferencial
de una funcién por teoremas

Cada uno de los teoremas de derivacion que se estudiaron en el médulo llI
puede escribirse en forma diferencial de la siguiente manera:

Sean u y v funciones diferenciables en x, entonces:

d(k) = 0 en donde k = constante

d(x) = dx

d(kx) = kdx

d(x™) = nx™'dx

dlu+ v) = du + dv en donde du = wdx y dv = v'dx

d(uv) = udv + vdu

vdu — udv

u
d(-) = 3 conv 0
v v

d(u™ = nu™ "u'dx

A partir de los siguientes ejemplos y ejercicios se asume que las funciones son
continuas y diferenciables en su dominio.

Ejemplo

Calcular la diferencial de la funcion: f(x) = 2x3 + 4x? - x + 5

Solucién:
dy = f'(x)dx
dy = (6x? + 8x— 1)dx
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Ejercicio

Calcular la diferencial de la funcion: f(x) = 4x> - 8x> + x+ 6

Ejemplo

. . L _ i — 375 i
Calcular la diferencial de la funcién: y = =+ 5x + Vx2 + = 10

Solucién:

Expresamos la funciéon como potencias negativas o fraccionarias de x
y=2x3+ 5x72+ x73+3x 724 10

Entonces

dy = y'dx

5 2 9 s
= (—6x 4+ =x" 24+ =x""3-=x""2
dy = (—6x +2x +3x 5% ) dx

d ( 6 51 21 91 ) d
= -_—t V-t -—-————
y T2, T3S T 2., X

6 5 2 9

—4+ — =t =" —) dx
x* 0 24x 3Yx 2x°

dy = (-

Ejercicio
Calcular la diferencial de la funcién: y = x1_2+ 5Yx + 4yx - \/2?+ 15
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Ejemplo

Calcular la diferencial de la funcion: f(x) = (5 + x3)(x? = 2)?

Solucién:

Aplicamos los teoremas correspondientes y simplificamos
dy = f'(x)dx

dy = [(5+ x3)Dy(x? = 2)% + (x2 = 2)2D,(5 + x3)1dx

dy = [(5+ x3)2(x? = 2) D, (x? = 2) + (x? — 2)%(3x?)]dx

dy = [(5+ x%)2(x? — 2)(2x) + (x* — 4x2 + 4)(3x?)1dx

dy = [(5+ x%)(2x? — 4)(2x) + (3x® — 12x* + 12x2)]dx

dy = [(5+ x3)(4x3 — 8x) + (3x° — 12x* + 12x2)1dx

dy = [(20x3 — 40x + 4x5 — 8x*) + (3x% — 12x* + 12x?)]dx

dy = [7x5 — 20x* + 20x3 + 12x2 — 40x]dx

Ejercicio

Calcular la diferencial de la funciéon: f(x) = (2 + x3)2(3 - x?)

Ejemplo

x2

Va4—x?

Calcular la diferencial de la funcién y =

Solucién:

Transformamos el radical a exponente fraccionario

X2

y_ (4_x2)1/2

Entonces dy = y'dx

(4= x)"2D,(x?) - ¥2D,(4 - x2) 2

d
g ((4-x2)"2)2
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(4-22)"2(20) - 223 (4 - 22)72D, (4 - 22)
]dx

ay= @)
(4 - x%) 2(20) = x23(4 - 29)~V2(~2)
dy: @z xz) ]dx
(4 - x2)"2(2x) + x3(4 - x2)~"
dy = -2 ]dx
N s 1
o V4 - x2(2x) + x PRI
= (4-x2)
- 3
V4"XNZX)+'J4X 4
_ — X
Al ey a
[(V4 - x2)%(2x) + x°
_ V4 — x2
dy = - 4= x2) dx
[(4 — x2)(2x) + x3
dy = —
| (4 - x2)V4 - x2
8x—2x3+ x3 ]
dy: 1 d
(4 x2)(4-x2) 72
gy = [ 8x - x3
Y= -_(4_ x2)3/2
Ejercicio

Calcular la diferencial de la funcién y =

X
V1-4x2
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Ejemplo

Calcular la diferencial de la funcion f(w) = wy3 = 2w? = w(3 - 2w?) "2

Solucién:

En este caso la variable independiente es w, por lo que diferenciaremos respecto
a esta literal.

dy = f'(w)dw

dy = [wD,(3-2w?) "2 + (3 - 2w2)1/2Dw(w)]dw
[ 1
dy = w5(3 —2w?) V2D, (3 - 2w?) + (3 - 2w2)‘/2(1)]dw

[ 1
dy = W5(3 —2w?)~"2(-4w) + (3 - 2W2)1/2] dw

—2w?
dy = |————+ (3 - 2W2)1/2] dw
(3 — 2w2) /2
—2w? + ((3 = 2w?)"2)2
dy = T dw
I (3-2w?) "2
[—2w? + (3 - 2w2)]
dy = 3 w
(3-2w?2) "2
J —4w? + 3](1
= |——==|dw
Y V3 — 2w?
Ejercicio

Calcular la diferencial de la funcion f(z) = 2z2y2 -z
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Ejemplo
Calcular la diferencial de las siguientes funciones
a) y= xcosx
b) y= sen2x + cos3x
c) y=tan(x3)
d) f(x) = cot?(2 - x?)

Solucién:

Yy = Xcosx x(—senx) + cosx(1)]dx
xsenx + cosx]dx
cos(2x) (2) + (—sen3x)(3)]ldx
2 cos(2x) — 3sen(3x)]dx
sec?(x3)(3x2)1dx
3x2sec?(x3®)1dx
2cot(2 — x2) (—csc?(2 — x?) (—2x))1dx

4xcot(2 — x2)csc?(2 — x2)1dx

y = sen2x + cos3x
y = tan(x3)

=[
= [-
=[
=i
= [se
—
flx) = cot?>(2-x?) =]
= [

Ejercicio
Calcular la diferencial de las siguientes funciones

a) y= x%senx

b) y= sen3x - cos2x
c) y= cot(x?)

d) f(x) = tan®(3 - x3)

145



Universidad Auténoma del Estado de México e Nivel Medio Superior

Ejemplo

Calcular la diferencial de las siguientes funciones:
CSCX

Ay ===
b) y — e—tsent
C) f = 5% 24 4x

d) y = log(5x? — 3)

Solucién:
cscx _ tx) — 1
y== _ [x( csexco xz) csex( )]dx
x
—cscx(xcotx — 1)
= = dx
Y= @I = [e '€t (—tcost + sent(—1))]1dt
= [(—tcost — sent)e~te™]dt
flx) = 5=x"+4x = [57X°4%(In5) (- 2x + 4)]dx
= [(—2x + 4)(In5) 5~ ***4*]dx
y = log(5x* — 3) _ (10x) loge
(5x2 - 3)
Ejercicio

Calcular la diferencial de las siguientes funciones:
secx

ay=—
b) y = e~¥cosx
Q) flx) = 2x2+x—3

d)y ln(3x2 + 5)
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Im 3. Problemas de aplicacién

Las diferenciales pueden utilizarse para aproximar valores de funciones. Para
realizar esto con respecto a la funcién dada por y = f(x), se utiliza la férmula:

flx+ Ax) = f(x) + dy = f(x) + f'(x)dx
Esta formula se deriva de la aproximacion realizada anteriormente:
Ay = f(x+ Ax) — f(x) = dy
En donde f(x + Ax) representa el valor exacto.

Como se menciond en la introduccion, en problemas de aplicacion que se
puedan resolver empleando el concepto de diferencial es necesario establecer
una funcién de la cual partir.

Ejemplo

Utilizar diferenciales para aproximar v18

Solucién:

Utilizando como funcién f(x) = Vx, tenemos que :
flx+ Ax) = f(x) + £ (x)dx = Jx + —=dx
24/x

Ahora bien, como la raiz cuadrada exacta mas cercana a V18 es 16, entonces

podemos elegir;
x=16ydx=18-16=2

De donde, flx+ Ax) = V18 = V16 + 1_(2)
241
— 1
V18 = 4 + 7
V18 = 4.25
Ejercicio

Utilizar diferenciales para aproximar 328
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Ejemplo:

La medida de la arista de un cubo es de 15 cm, con un error
posible de 0.01 cm. Empleando diferenciales, determinar el x
error aproximado al calcular el volumen.

Solucién: X

Dibujamos el cubo y consideramos como funcién a la del
volumen del cubo.

Vix) = x3
Tendriamos como datos:
dx = 0.01cm
x=15cm

Obtenemos la diferencial del volumen en términos de la diferencial de un lado,
dV = 3x%dx

Sustituimos datos
dV = 3(15 ¢m)?2(0.01cm)

Efectuamos operaciones y el resultado sera el error aproximado al evaluar el
volumen:
dv = 6.75 cm?

Ejercicio
Se calcula que el radio de un disco circular es aproximadamente igual a 8 cm

con un error maximo en la medicion de 0.06 cm. Usando diferenciales, estimar
el maximo error obtenido al calcular el area del disco.
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Ejemplo:

En una refineria un tanque
cilindrico tendrd un revesti-
miento de 2 cm de espesor.

Si el radio interior tiene 6 m
y su altura es de 10 m, calcu-
lar mediante diferenciales la
cantidad aproximada de ma-
terial de revestimiento que se
utilizara.

:Cual es el valor exacto del
material de revestimiento?

Fuente: tomado de http://az778189.vo.msecnd.net/media/fotos/g/d38a-
5c56a314b48ecebbcall4abel12f.jpg

Solucién:

La funcién del volumen del cilindro esté dada por:
V(r) = nr’h

Si se incrementa el radio r una cantidad dr, entonces el revestimiento serd el
incremento AV del volumen. Usando diferenciales tenemos

AV = dV = D,Vdr
AV = 2mrhdr
Sustituyendo datos: dr = 2 cm = 0.02 m, r=6m h=10m
AV = 2m(6 m) (10 m)(0.02 m)
AV = 2.4mm?
AV = 7.5398 m?
Si se quisiera el volumen exacto del revestimiento, entonces
AV = f(r+ or) = f(r)
AV = n(r+ Ar)2h — nir?h
AV = 7(6.02 m)2(10 m) — (6 m)(10 m)
AV = 7.5524 m3

El erroren la aproximacion es: 7.5524 m3- 7.5398 m® = 0.0123 m?
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Ejercicio
Usando diferenciales, estimar el crecimiento del volumen de un cubo si

cada uno de sus lados cambia de 10 a 10.1 cm. ;Cual es el valor exacto del
incremento del volumen?

Il 4. La antiderivada de una funcién

En el mdédulo Il se enunciaron algunos ejercicios en la forma “dada la funcion
f(x), encontrar la derivada f'(x)”; en la parte final de este médulo nos ocu-
paremos del problema inverso, es decir, “dada la derivada f(x), encontrar la
funcién f(x)".

Por ejemplo, supongamos que queremos encontrar una funcién F(x) cuya deri-
vada sea 3x?, entonces por lo que sabemos de derivadas, podemos afirmar que
F(x) = x°, ya que Dy(x?) = 3x%

Decimos que F(x) es una antiderivada de 3x2.

Notemos, sin embargo, que F(x) es una antiderivada de 3x?y no la antiderivada,
ya que podemos notar que

Fi(x) = x>+ 4, Fy(x) = x3 - 48, F3(x) = x3+ 100
Son también antiderivadas de 3x2. De hecho, para cualquier constante C (Ilamada

constante de integracion), la funcién dada por F(x) = x* + C representa la familia
completa de antiderivadas de 3x2.
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I 4.1 La antiderivada como el principio
de la integracién de una funcién

De lo anterior podemos establecer la siguiente definicion

Una funcién F(x) es una antiderivada o primitiva de otra funcién f(x) en un
intervalo |, si F'(x) = f(x) para todo x en |.

La operacion para determinar la familia de todas la antiderivadas de una funcion
f(x) se denomina antiderivacién o integraciéon indefinida y se denota de la
siguiente manera:

Constante
integracion

Variable
integracion

Simbolo
integracion

I

En donde

El término integral indefinida es sinénimo de antiderivada y la diferencial dx sirve
para identificar a x como la variable de integracion.

Ejemplo

Calcular la integral | 6x°dx

Solucién:
Se tiene que encontrar una funcioén F tal que al derivarla resulte 6x°
En este caso F(x) = x® cumple con lo anterior, ya que D,(x°) = 6x°

Por tanto la solucién general de la antiderivada o integral sera:

[ 6x%dx=x°+C
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Ejercicio

Calcular la integral | 4x3dx

Calcular las integrales anteriores fue relativamente sencillo, pero no siempre es
asi, sobre todo cuando el integrado tiene méas términos y se vuelve mas complejo.
Para estos casos se emplean teoremas que facilitan el célculo de las integrales.

Presentamos a continuacion algunos teoremas bésicos de integracion.

1. fdx=x+C

2. [kdx=kx+ Cenla que, k es una constante
3. [ kf(x)dx = k| f(x)dx

4. [[f(x)+ g(x)ldx = [ f(x)dx+ [ g(x)dx

X1 . . .
5. [ x"dx = —+ C, para cualquier niUmero racional n # —1
n+1

6. jx‘1dx=ji—x= In|x| + C

Ejemplo

Calcular la integral [ 5xdx
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Solucién:

Aplicamos el teorema 3

=5 xdx
Reescribimos x como «!
=5 x'dx
Aplicamos ahora el teorema 5
x'|+1
=5 +C
1+1
Simplificamos
2
=5—+¢C
5
2
=Zx2+¢C
zx

Cuando se evaltan integrales indefinidas, una aplicacion estricta de los teoremas
tiende a complicar las constantes de integracion. El ejemplo anterior se pudo

haber escrito como
2

x 5
[ 5xdx=5f xdx=75 (7+ C) =§x2+5C

Sin embargo, como C representa cualquier constante, es innecesario escribir 5C
como la constante de integracion.

El resultado de una integral puede comprobarse por derivaciéon, en la que la
derivada debe ser el integrado.

Ejercicio

Calcular la integral | 3x3dx

153



Universidad Auténoma del Estado de México e Nivel Medio Superior

En algunas integrales es conveniente transformar el integrando antes de calcular-
las y simplificarlas como en el ejemplo siguiente.

Ejemplo
Calcular las integrales
a) | x1_2 dx
b) J Vx
Solucién:

Integral original transformar integrar simplificar y transformar

Il
|

+

a
|

[ Lax J x™%dx --lic
X X

[ Vxdx [ x"3dx x¥3 =2Vxf+c

Ejercicio

Calcular las integrales

Los teoremas basicos de integracion que enlistamos permiten integrar funciones
polinomiales o funciones que contengan términos que se puedan transformar
para aplicar el teorema 5, como se muestra en los siguientes ejemplos:

Ejemplo

Calcular la integral

[ (5x3 — x%2+ 3x+ 4)dx
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Solucién:

Aplicamos los teoremas 4, 3, 5y 2.
= 5x3dx— [ x?dx+ [ 3xdx+ [ 4dx

=5 x3dx— [ x%dx+ 3] xdx+ 4 dx

x4t X3 x?
=5—— " 13—+4x+C
4 3 27"

5 1 3
_ 2. 4_ 23,22
—4x 3x +2x +4x+ C

No es necesario introducir una constante para cada una de las cuatro integrales,
ya que éstas pueden sumarse y convertirse en una sola constante C.

Ejercicio
Calcular la integral
[ (6x3 + 2x% — x+ 7)dx

Ejemplo

Calcular la integral [ (3vx + \;_E) dx

Solucién:
Transformamos el integrando, integramos y simplificamos

— [ (3x72+ x~"2) dx

wa xvz ;
= + +

3 1

72 72

2Wx3 4+ 2yx+ C
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Ejercicio

Calcular la integral | (53/x + %) dx
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Célculo Diferencial: Diferencial de una funcién

Ejercicios adicionales

|. Para las siguientes funciones
a) Determinar Ay cuando x cambiade 1a 1.1.
b) Usar dy para estimar Ay para el mismo cambio en x.

1. flx)=yxr2
2. flx)=x*+4
3. f(x) = x

4. flx) ==

5. fl0)=—
6. flx) =25

[l. Determinar la diferencial de las siguientes funciones aplicando teoremas.

- 1
1. y = 2\/36—2\/—z

2. y=(x*+ 4\/x_3)4

3. y=(1-x2)3 =1 - x2

4. y=V2+ y2x

1-x
1T+ x

5. y=+

1 2
6. y=—tan’x + =tan3x + tanx
5 3

7. y=+1+ sen2x — /1 — sen2x
8. y=Inx3+ In®x
9. y=In(x+ Inx)

10. y = Iny/x + Inx

eX _ =X
M.y= prarp—
Yar-n

13.y = (x + 1)senx — xcosx

1+ senx
14.y =

XCoSsx
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lll. Problemas de aplicacion
1. Usando diferenciales, calcular el valor aproximado de V/66.

2. Usando diferenciales, calcular el valor aproximado de V17.

3. Utilizando diferenciales, estimar el volumen aproximado de material
que se necesita para elaborar una pelota de frontén si el radio del nu-
cleo interno hueco es de 2 pulgadas y el espesor de material es 1/8 de
pulgada.

4. Una placa circular se dilata por la accion del calor de manera que su
radio se incrementa de 5 a 5.06 cm. Calcular el incremento aproximado
del &rea que sufre la placa.

5. Se mide el radio del extremo de un tronco y se encuentra que es igual
a 16 pulgadas, con un posible error de % de pulgada. Empleando dife-
renciales, determinar el error aproximado al calcular el area del extremo
del tronco.

IV. La antiderivada de una funcion
Calcular las siguientes antiderivadas o integrales indefinidas

1. [(9x2 — 4x + 3)dx

2. [(2x3 - x?+ 3x - 7)dx

3. (5-2) dx
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Célculo Diferencial: Diferencial de una funcién

Respuestas
l.
1. Ay=0.0286,dy = 0.0288
2. Ay=021,dy=020
3. Ay = 0.0488,dy = 0.0500
4. Ay=-0.1735,dy = —0.2000
5. Ay=-0.0263,dy = —0.0250
6. Ay=-0.2222,dy = —0.2000

10.

11.

12.

13.

14.

dy = (\/]_E-" 4\/];?) dx

dy = [8(x2 + 4V (x + 3v) | dx
dy = (=) dx

dy = [ |

Ay = |- =l

dy = [sec’x(tan*x + 2tan’x + 1]dx

i 1
dy - _cost ( J1+ sen2x 1 - sen2x) ] dx
dy = [2(1+ n?x) | dx

dy: [ x+ 1 ]dx

[ x(x + Inx)
_ [VInx + 1
dy = _Zx\/m]dx
4
dy = (ex+e—x)2] dx
dy = —
Y= 3ane

dy = xcosx + (x + 1) senx

x + xsenx — (1 + senx) cosx

dy =

(xcosx)?
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o s WD =

(\"A

4.042
2.03125

2m plg® = 6.2831 plg®
0.6m cm? = 1.8849 cm?
8 plg? = 25.1327 plg?

3x3 - 2x2+ 3x+ C

93x2 — %i/x_4+ 7x+ C

849+ 22455 - L

9 5 x3+C



GLOSARIO

Aplicaciones de la derivada
Consiste en la obtencién de la ecuacion de la recta tangente y normal en un
punto determinado de la curva, asi como de la pendiente de ambas rectas con lo
cual se puede trazar la gréfica. Otra aplicacion de derivadas es obtener la abscisa
de los puntos méximos y minimos de la gréfica de una funcién, asi como las coor-
denadas de estos puntos. También se obtienen los intervalos donde es creciente
y decreciente. Esto aplicado a problemas de optimizacion.

Derivacion implicita
Se aplica para aquellas funciones que se presentan de manera implicita; es decir,
que estan dadas de la forma f(x,y = o.

Derivada de una funcién real de variable real continua
Se obtiene como el limite del cociente del incremento de la funcidn entre el incre-
mento de la variable independiente cuando el incremento de la variable indepen-
diente tiende a O; esto es derivada de f(x) =lim W

Derivadas de funciones exponenciales,

logaritmicas, trigonométricas y trigonométricas inversas
Para obtener la derivada de las funciones exponenciales, logaritmicas, trigo-
nométricas y trigonométricas inversas se aplican los teoremas correspondientes
haciendo las consideraciones correspondientes del argumento funcién u.

Funcién creciente
En un intervalo [a, b] si al tomar dos puntos cualesquiera del mismo, x;y x,, con
la condicion x, < x,, se verifica que f(x) < f(x,).

Funcién decreciente
En unintervalo [a, b] si para cualesquiera puntos del intervalo, x,y x,, que cumplan
x, > x,, se verifica que f(x) > f(x,).

Incremento de una funcién
Dada una funcién real de variable real con regla de correspondencia y = (fx), si
x varia de x1a x2, entonces al valor de la funcién en xise llama valor inicial de la
funcién f(x1) y al valor de la funcién en x2 se llama valor final de la funcion f(xz).
Se llama incremento de la funcién f(x) a la diferencia del valor final con el inicial
y se denota por ar(x). En general para cualquier x que pertenece al dominio de
la funcidn, se considera: A7 (x) = f(x +Ax) - £ (x).

Incremento de una variable
Si a la variable independiente x se le asigna un valor inicial x4, y después uno final
x2, entonces se llama incremento de la variable x a la diferencia del valor final con
el inicial y se denota por Ax.

Notacién de la derivada
La derivada de una funcién real de variable real con regla de correspondencia
y=/(x) se denota de las siguientes seis formas:

D f(0), Dy, 1o, v, L&), &
dx  dx
Pendiente de una recta
La derivada de una funcién en cualquiera de sus puntos geométricamente repre-
senta |la pendiente de las rectas tangentes a la curva en esos puntos; esto es,

m, =D _f(x)
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ANEXO

IM Lista de cotejo para derecho a serie de ejercicios

Asignawra: | fmedde |
Actividad: ] fFech |

I-

La serie estéd en el orden solicitado

2  La serie tiene limpieza

3 Se anexa su rubrica

4 Estan enmarcados todos los resultados

5 La portada estd a computadora con los nombres de los
integrantes

6  Eltrabajo esta engrapado o engargolado

7 Los ejercicios estan resueltos con lapiz

8 Los numeros de los ejercicios son visibles

9 Se entrega en la fecha solicitada

10 Esta hecha en hojas blancas o de block o recicladas

Total

Atte.




IW Lista de cotejo para evaluar el segundo avance de

1 Traza la grafica de las dos funciones dadas con colores
contrastantes y con estuche geométrico
2 Traza la grafica de sélo una de las funciones dadas con
colores contrastantes y con estuche geométrico
3 Traza las gréficas de las funciones a mano
4 Obtiene correctamente el dominio de las funciones
5 Obtiene incorrectamente el dominio de las funciones
6 No obtiene el dominio de las funciones
7 Obtiene correctamente el rango de las funciones
8 Obtiene incorrectamente el rango de las funciones
9 No obtiene el rango de las funciones
10 Obtiene correctamente la expresion matematica que
modela el total de latas empacadas
11 Obtiene incorrectamente la expresién matemética que
modela el total de latas empacadas
12 No obtiene la expresion matemética que modela el total
de latas empacadas
13 Obtiene correctamente la expresion matematica que
modela el incremento en las lineas de produccion
14 Obtiene incorrectamente la expresion matemética que
modela el incremento en las lineas de produccion
15 No obtiene la expresiéon matematica que modela el
incremento en las lineas de produccion
Total del avance
R= reactivo
P= ponderacién
S= subtotal

Atte.

integradora del Médulo 1

1.00

0.50

0.00
1.00
0.50
0.00
1.00
0.50
0.00

1.00

0.50

0.00

1.00

0.50

0.00

EJEMPLOS DE LISTAS DE

”

COTEJO Y RUBRICAS



Il Rdbrica serie de ejercicios Médulo 2
Calculo Diferencial

I S TN R [P

Presentacion y
formato

Valor

Gréficas de los
ejercicios

Valor

Proceso de solucion
de la serie de
ejercicios

Valor

Obtencion de
resultados

Valor

Reflexiéon personal de
la serie

Valor

Desarrolla el
contenido de la serie
con orden y limpieza,
con portada realizada
en computadora,

la cual incluye los
nombres de todos los
integrantes

3

Traza
correctamente

con estuche
geométrico

y con colores
contrastantes todas
las graficas pedidas

3

Utiliza una secuencia
correcta y ordenada
de pasos para realizar
todos los ejercicios de
limites y continuidad
y no tiene errores
algebraicos o
aritméticos y realiza
todos los ejercicios

3

Obtiene todas los
resultados correctos y
los enmarca

3

Incluye una
conclusion y reflexion
personal a mano de
todos los integrantes
del equipo de lo que
les parecié la serie de
ejercicios del Médulo
Il'y su relaciéon con
otras asignaturas

Desarrolla la mayor
parte de la serie con
orden y limpieza, con
su portada realizada
en computadora,

la cual incluye los
nombres de todos los
integrantes

2

Traza con estuche
geométrico y con
colores contrastantes
las gréficas pedidas,
pero algunas son
incorrectas o le faltan
algunas

2

Utiliza parcialmente
una secuencia
ordenada de

pasos para llegar
a la solucién de

los ejercicios de
limites y continuidad
y/o tiene algunos
errores algebraicos
o aritméticos y/o
no realiza algunos
ejercicios

2

Tiene la mayor parte
de los resultados
correctos y los
enmarca

2

Incluye una conclusion
y reflexién personal

a mano de todos de
los integrantes del
equipo de lo que les
parecio la serie de
ejercicios del Médulo
Il, pero omite su
relacion con otras
asignaturas

La mayoria de la serie
carece de orden y

limpieza o su portada
esta realizada a mano

Traza con estuche
geométrico y con
colores contrastantes
las gréficas pedidas,
pero la mayoria son
incorrectas o le faltan
muchas

Carece en la mayoria
de los casos de
fundamentos
algebraicos o
aritméticos para llegar
a la solucién de los
ejercicios o le faltan
muchos

La mayor parte de
los resultados no son
correctos

Incluye una conclusion
y reflexion personal

a mano de algunos
de los integrantes del
equipo de lo que les
parecio la serie de
ejercicios del Modulo
Il'y su relaciéon con
otras asignaturas

El desarrollo de la
serie carece de orden
y limpieza

0

Las gréficas estan
muy mal trazadas y/o
no incluyen colores
contrastantes o no las
incluyen en el trabajo

0

Carece de
fundamentos
aritméticos y/o
algebraicos en su
proceso de solucién

0

No llega a ningtin
resultado correcto en
sus calculos

0

Incluye una conclusion
y reflexién personal

a mano de algunos
de los integrantes

del equipo de lo

que les parecié la
serie de ejercicios

del Médulo Il, pero
omite su relacién con
otras asignaturas o no
incluye su conclusién
y reflexion personal

0

Calificacién de la serie



Il Rdbrica serie de ejercicios Médulo 3
de Calculo Diferencial

Presentacion y formato

Valor

Gréficas de los ejercicios

Valor

Proceso de solucién de

la serie de ejercicios

Valor

Obtencién de resultados

Valor

Reflexion personal de

la serie

Valor

Excelente

Desarrolla el contenido
de la serie con orden

y limpieza, con su
portada realizada en
computadora, la cual
incluye los nombres de
todos los integrantes

4

Traza correctamente

a mano con estuche
geométrico y con colores
contrastantes todas

las gréficas pedidas y
también traza todas en
GeoGebra en original

Utiliza una secuencia
correcta y ordenada
de pasos para realizar
todos los ejercicios

de la serie y no tiene
errores algebraicos y/o
aritméticos y realiza
todos los ejercicios

Obtiene todas los
resultados correctos y los
enmarca

4

Incluye una opinién
personal a mano (en

por lo menos media
cuartilla por integrante)
de todos los integrantes
del equipo de lo que

les parecio la serie de
ejercicios y realiza una
investigacion por equipo
de la aplicacion de
méaximos y minimos en su
entorno

Desarrolla la mayor
parte de la serie con
orden y limpieza, con
su portada realizada en
computadora, la cual
incluye los nombres de
todos los integrantes

8

Traza con estuche
geométrico y con
colores contrastantes
las gréficas pedidas,
pero algunas son
incorrectas o le faltan
algunas y/o le faltan
algunas en GeoGebra
y/o no son originales

Utiliza parcialmente una
secuencia ordenada

de pasos para llegar

a la solucién de los
ejercicios de la serie y/o
tiene algunos errores
algebraicos o aritméticos
y/o no realiza algunos
ejercicios

8

Tiene la mayor parte de
los resultados correctos y
los enmarca

3

Incluye una opinién
personal a mano (en por
lo menos media cuartilla
por integrante) de

todos de los integrantes
del equipo de lo que

les pareci¢ la serie de
ejercicios, pero omite su
investigacion por equipo
de la aplicacion de
maximos y minimos en su
entorno

Regular

La mayoria de la serie
carece de orden y

limpieza o su portada
esta realizada a mano

Traza con estuche
geométrico y con
colores contrastantes
las graficas pedidas,
pero la mayoria son
incorrectas o le faltan
muchas y/o la mayoria
de sus gréaficas en
GeoGebra no son
originales y/o no son
correctas

Carece en la mayoria

de los casos de
fundamentos algebraicos
o aritméticos para

llegar a la solucion de
los ejercicios o le faltan
muchos

La mayor parte de
los resultados no son
correctos

Incluye una opinién
personal a mano (en
por lo menos media
cuartilla por integrante)
de algunos de los
integrantes del equipo
de lo que les parecié la
serie de ejercicios y/o
realiza una investigacion
muy escueta por equipo
de la aplicacién de
maximos y minimos en su
entorno

2

Insuficiente

El desarrollo de la serie
carece de orden y
limpieza

0

Las graficas estan
muy mal trazadas y/o
no incluyen colores
contrastantes o no las
incluyen tanto a mano
como en GeoGebra

0

Carece totalmente de
fundamentos aritméticos
y/o algebraicos en su
proceso de solucién

No llega a ningln
resultado correcto en sus
calculos

0

No incluye una opinién
personal a mano de los
integrantes del equipo
de lo que les parecio

la serie de ejercicios y
omite su investigacion
por equipo de la
aplicacion de maximos y
minimos en su entorno
y/o tanto las opiniones
como la investigacién
son muy escuetas

0

Calificacién de la serie
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