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A través de su historia, la Universidad Auténoma del Estado de México ha
tenido como uno de sus objetivos fundamentales lograr que el estudiantado
reciba una educacién basada en el libre pensamiento, apelando a un sentido
cientifico. La Escuela Preparatoria de la UAEM continuard mostrandose como un
punto de inflexién para la comunidad estudiantil por la calidad de la educacién
que se ofrece al tiempo que se ensefia a adquirir conocimientos, valores,
habilidades y destrezas que favorezcan el entendimiento de nuestro entorno
social y ambiental.

La responsabilidad de la Universidad Auténoma del Estado de México es
asegurar que la educacién que se imparte en la Escuela Preparatoria contribuya
a ampliar el horizonte personal y profesional de los estudiantes. El enfoque para
la apropiacién del conocimiento parte de aprovechar la experiencia de vida y
desde la autonomia de pensamiento y la reflexién lograr una comprensiéon mas
amplia de la realidad.

El material educativo que tienes en tus manos ha sido elaborado colegiadamente
entre especialistas de cada una de las dreas del conocimiento. La creatividad, el
pensamiento critico y reflexivo, asi como el espiritu cientifico del claustro de
docencia e investigacion se reline en esta antologia con el fin de que te acerques
al conocimiento con una mirada critica. Este ejemplar ha sido elaborado con el
fin de establecer un aprendizaje dialégico que estimule tu curiosidad, que te
sirva como guia, y que invariablemente te provoque pasioén por el conocimiento.

El objetivo es lograr que recibas una educacién integral e incluyente que incida
de manera positiva en tu trayectoria escolar. Por ello es importante que asumas
un compromiso personal, empefio y dedicacién que te permita apropiarte del
conocimiento.

Patria, Ciencia y Trabajo

Doctor en Ciencias e Ingenieria Ambientales
Carlos Eduardo Barrera Diaz
Rector
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Introduccion

En siglos pasados, especialmente en el xv,, la sociedad matematica tenia el reto de
fabricar maquinas y herramientas necesarias para el progreso econémico vy, para
esto, debia resolver problemas de velocidad y aceleracién. En el siglo siguiente
surgieron problemas como la determinacién de maximos y minimos, el célculo de
areas de figuras irregulares, la determinacién de tangentes a curvas o problemas
de movimiento. El célculo infinitesimal desarrollado por Isaac Newton (1642-1727)
y G. W. Leibniz (1646-1716) contribuyd a la resoluciéon de éstos.

Con la invencién de la primera computadora programable durante la década de
los 70's del siglo pasado y las invenciones actuales resultado de la nanotecnologia,
se avanzo de manera importante en la resolucién de estos y otros problemas cien-
tificos y tecnolégicos. La sociedad actual, predominantemente los jévenes, utiliza
el teléfono celular, el internet o recursos de computacién para conocer y resolver
tales cuestiones; sin embargo, para que surgieran estas poderosas herramientas,
primeramente se necesité del célculo integral.

Este libro de texto pretende que los jovenes aprendan significativamente esta
asignatura a través de estrategias didacticas como examenes diagndsticos, intro-
duccién a los conceptos tedricos, ejemplos ilustrativos, ejercicios adicionales de
reforzamiento y problemas de aplicacién. Ademas, los temas vistos refuerzan los
conocimientos de algebra, trigonometria, geometria analitica y célculo diferencial.
Por ello esta divido en cuatro médulos que comprenden completamente el pro-
grama de célculo integral del CBU actual.
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Arriba a la izquierda: http:/bc-injury-law.com/blog/show-work-gp-medical-opinion-rejected-failing-show-reasons-supporting-opinion
Arriba al centro: https://www.palacecertified.top/mathematics-equations-science-education-art-poster-print-32x24-p-7637.html

Arriba a la derecha: https://www.pinterest.co.uk/pin/123637952240189201/

Pagina derecha: https://www.irishtimes.com/news/education/comment-if-teachers-don-t-understand-mathematical-reasoning-
themselves-it-is-hardly-surprising-that-students-may-feel-discouraged-1.1774203
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Conceptos en torno a la integral
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Propésito
Conoce la definicién de diferencial de una funcién y su interpretacién geométri-

ca, asi como el célculo de diferenciales mediante férmulas fundamentales y su

aplicacion en diversos problemas.
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Competencias a desarrollar

Genéricas

5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de méto-
dos establecidos.
5.1 Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendien-
do como cada uno de sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.

8. Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.
8.1 Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar un proyecto en
equipo, definiendo un curso de accién con pasos especificos.
8.2 Aporta puntos de vista con apertura y considera los de otras personas de

manera reflexiva.

Disciplinares

1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion de pro-
cedimientos aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales, para la
comprensién de andlisis de situaciones reales, hipotéticas o formales.

3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos mate-
maticos y los contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.

12



Calculo Integral: Conceptos en torno a la integral

Examen diagnéstico

Calcular la derivada de las siguientes funciones:

1. f(x)=x"-6x"+9x-38
2. f(x)=x*=5x"+7x"-9x+11
3. f(xX)=(x*+3x-1)(2x-1)

4. f(x)=(5x"-x)(2x~1)

5. 1"(u):(1+\/;)+(1—ﬁ]

6. J12=(41r2\6+5\/x_3)4

7. y=x5 —23x+5

- 1-Jx
' 1+~/;

9. yvy= [(x + l)cosx - xsenx]

1+cost

xsenx

10.y=[

13
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Introduccion

Existen situaciones, dentro y fuera de las mateméticas, en las que necesitamos es-
timar una diferencia, por ejemplo, en el calculo de errores al efectuar mediciones
(valor real menos valor aproximado), o simplemente para calcular variaciones de la
variable dependiente cuando la independiente se modifica "un poco", entre otros.

Una recta tangente se usa como la mejor aproximacion lineal a una funcién en
las cercanias del punto de tangencia. Las diferenciales son Utiles para aproximar
o estimar valores que mentalmente seria complicado calcular como: m \/E ,
o sen 61° (esto, por supuesto, con la calculadora no seria problema). Para aproxi-
mar calculos utilizando la diferencial, es necesario determinar una funcién de la

cual partir.

14



Calculo Integral: Conceptos en torno a la integral

1.1 La diferencial de una funcién

Considerando la funciéon y = f(x). En algunas aplicaciones la variable indepen-
diente x varia ligeramente; se necesita encontrar la variacion correspondiente
de la variable dependiente y . Si x cambia de un valor inicial x, a uno final X, , la
magnitud del cambio, denominado incremento de x (denotado por Ax), sera
la diferencia del valor final x, con el valor inicial x,, es decir:

Ax=Xx,-x,
De la igualdad anterior, se obtiene:

x,=x+Ax
Anélogamente Ay o Af(x}, denominado incremento de ) o incremento de
la funcién f(\‘,) , representa la variacion de la variable dependiente ), corres-

pondiente al cambio Ax, y es la diferencia del valor de la funcién en X, con el
valor de la funcién en X,, es decir:

Ay=f(x)-f(x)

O bien
Ay= f(xl + Ax)— f(xl]
En general, Ay puede escribirse como:

Ay= f(x+Ax)—f(x)

15
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Gréficamente se representa asi:

'XI:I x2:xl+Ax
|

Una manera de aproximarse a la gréafica de una funcién es mediante una recta

tangente, como se muestra en la siguiente figura:

> X

X X

, = X, + Ax

X

En la figura se aprecia que si x se incrementa una cantidad Ax, la diferencial de
¥ (denotada por dy) representa lo que sube (o baja) la recta tangente, cuando
la variable independiente cambia de x, a x, +Ax. Por sulado, Ay indica qué
tanto sube (o baja) la grafica entre Py Q. En la figura se han dibujado Ax y Ay
como cantidades positivas; sin embargo, también pueden ser negativas. Ahora
bien, cuando Ax es pequefo, para una aproximacion de este tipo, esta cantidad

16



Calculo Integral: Conceptos en torno a la integral

tradicionalmente se denota como dx y recibe el nombre de la diferencial de x;
es decir, Ax=dx; Ay puede aproximarse de la siguiente manera:

Recordemos que la pendiente m de una recta se define como la tangente trigo-
nomeétrica de su angulo de inclinacién @ y que la derivada de una funcién f'(x),
denotada por f’(x) o y', es la pendiente de la recta tangente en un punto de

la funcidn.

Si observamos el punto Py el tridngulo PTR de la figura tenemos que:

f’(x) =m= tan@

. IR
f(x)= R

Pero TR=dy y PR=Ax=dx

de donde:

y dy
fx)==

Si se despeja dy, finalmente obtenemos la férmula para calcularlo:

dy = f’(x)dx o dy=)dx

Por otra parte, si Ax fuera aproximadamente igual a O (denotado por Ax =0);
es decir, que el valor de x, estuviera muy cercano al valor de x,,

Ay

entonces —2, que es la pendiente de la secante que pasa por Py Q, estaria muy
Ax

cerca de la pendiente f'(x) de la recta tangente en P, de lo que deduce que, si
f(x) es derivable, entonces:

%cz “’(x) siAx =0

17
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Ay = f’(x)dx

M Si despejamos Ay

Ay =dy
O bien

f(x + Ax) - f(x) =dy

Por lo tanto, si Ax es cercano a 0, se puede usar dy como una aproximacién al
incremento Ay, que es el cambio real en y, correspondiente a un incremento
pequefio de la variable x. Este resultado es Util para las aplicaciones en las que
no se necesita una estimaciéon muy exacta del incremento de la variable V.
Ejemplo:
Dada la funcién y=x’+4x* —2x+3, calcular:
a) dy
b) el valorde dy para x=2y Ax=0.1
Solucion:
a) Sea f(x)= x'+4x* —2x+3; entonces

dy= f(x)dx

dy = (3):2 +8x — 2)dx

b) dx= Ax;sustituyendo x=2 y dx=0.1 en la féormula para dy tenemos

dy = [3(2)’ +8(2)- 2](0. 1)=26

18



Calculo Integral: Conceptos en torno a la integral

Ejercicio
Sea la funcién y=2x"+4x* —2x+3, calcular:

a) dy
b) el valorde dy para x=3y Ax=0.1

Ejemplo:
Sea la funcién f(x) =x’+5x—6:

a) Determinar Ay cuando X cambia de 3 a 3.1
b) Usar dy para estimar Ay para el mismo cambio en x

Solucién:

a) Datos x=3, x+Ax=3.1, Ax=0.1

Para calcular Ay tenemos
Ay=f(x+Ax)-f(x)
Ay=£(3.1)-7(3)
Ay=[3.7+5(3.1)-6]-[3"+5(3)-6]
Ay=1.11

19
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M b) Ahora para calcular dy tenemos
1 dy=f(x)dx, dx=Ax

dy =(2x+5)dx
dy=(2(3)+5)(0.1)

dy=1.1

El error en la aproximacién es =1.11 -1.1=0.01

Ejercicio
Sea la funcién y=2x"+x-8:

a) Determinar Ay cuando x cambiade 2 a 2.1
b) Usar dy para estimar Ay para el mismo cambio

20



Calculo Integral: Conceptos en torno a la integral

1.1.1 Célculo de la diferencial de una funcién por férmulas

Para determinar la diferencial dy de una funcién real de variable real f(x) (al-
gebraica o trascendente), se aplica la definicion de la diferencial (d}.’=f’(x)dx)
y las férmulas correspondientes de la derivada de dichas funciones, es decir, las
formulas fundamentales para determinar diferenciales son las mismas que se uti-
lizan para determinar derivadas, Unicamente es necesario multiplicar cada una de
ellas por dx o du o dv (segun sea la variable). Asi tenemos:

1. d(ft’)=0 si k esuna constante
2..d x)=dx
3. d = kdx

(
(fx)
4. d(x")=n x"dx para n € R

5 d (u+v) = du+dv (1yVson dos funciones reales de variable real continuas)

6. d(u v)= udv +vdu

o dft]
)

8. d[u]n =H[u " du

9. d(ku)=kdu

10. d(senu) = cosudu

11. d(cosu) = —senudu
12. d(tanu) = sec’ udu

13. d(cotu)=—csc’u du
14. d(secu) = secu tanudu

15. d(cscu) =—cscucotu du

21
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1
16. d (arctanu)= —— du
+ 1"
1
17.d (arc cot u) - ~du
+ u
18. d (arc sen u) = ;du
1 -’
19.d (arc cos u)= —%du
1 —u’
1
20. d (arc sec u)= —
uNu® — 1
21.d (arc csc u)= —;du

uNu® — 1

22. d(a")=a" In adu ,donde @ es una constante
23. d (e"): ¢" du ,donde ¢ es el nimero de Euler
dr
24. d(log u)= @ log, e
u

25. d(Inu)= du
u

Ejemplo:

Calcular la diferencial de la funcién: y=5x"+4x> —x+3

Solucién:
En este caso emplearemos las férmulas

d(x”):n x”_ldx, d (E{-I-V): du+dv, d(x)=dx y d(k)=0

dy = f’(x)dx

dy =(15;\’2 +8x— l)dx

22



Calculo Integral: Conceptos en torno a la integral

Ejercicio

Calcular la diferencial de la funcién: y=2x"—7x" + x+8

Ejemplo:

Calcular la diferencial de la funcién: y = 3}+5 X +4x* +i+10
.

\/;

Solucién:

Expresamos la funcién como potencias negativas o fraccionarias de x
S A

y=2x"+5x"2+x3+3x "2 +10

Y empleamos las formulas 5, 4 y 1

dy = y’dx

5
dy = —£+ + 2 2 dx
2 3

¥ ofx 3 2l

23
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Ejercicio

1 2
Calcular la diferencial de la funcién: y = —2+5\?/;+4\/;——_+15
p N

Ejemplo:

Calcular la diferencial de la funcién: f(X)=(5+x3)(x2 —2)2

Solucién:

Aplicamos las férmulas correspondientes 6, 5, 4, 1 y simplificamos

dy = f’(x)dx

(s+x 2(x -2 d(xz_z)qxz_zf(sxz)'dx

) (3x6—12x4+12x2):dx

dy =[ 7x° = 20x* +20x* +12x” - 40x |dx

24



Calculo Integral: Conceptos en torno a la integral

Ejercicio

Calcular la diferencial de la funcién: f(x)= (2+x3)2 (3—362)

Ejemplo:

Calcular la diferencial de la funcién ¥ = -
4-x°

Solucidn:

Transformamos el radical a exponente fraccionario
2
x
y= 1/
(4_x2 );’2

Se aplican las férmulas 7, 4 y 1

dy = {.}’dx
L7 2 2 2 11
iy = (4—;\’2)"‘ d(x“)—x”d(4—x”)' : -

((4 _)h Jz

1/ 1/

- (4=} (22) -2 %(4—;:2 ) (4
o)

dx

25
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_(4—xz)};(2x)—x21(4—x2)_}g(—2x)
dy = (4_i2) dx
_ _(4—x2)}é (Zx)+x3(4—x2)_'}2;
dy = (4_x2) X
1
4-x (2x)+x (4_x2)}§
dy = (4—x ) dx
4—x2(2x)+ X -
dy = (4—x ) 4=X" |y
( 4—x2)2(2x)+x
dy = ﬁ dx
__(4—1'2)(2x)+x3
dy__(4—x2)\/4—x2 *
dy= 8x—-2x>+x° l),,,]dx
_(4—x2)(4—,\c2)"2
dy = Sxx;]dx
(4-2)"

26



Calculo Integral: Conceptos en torno a la integral

Ejercicio
X

Calcular la diferencial de la funcion ¥y = .
1—4x"

27
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Ejemplo:

1/

Calcular la diferencial de la funcién f(w): 3-2w* = w(3_zwi)f’"2

Solucién:

En este caso la variable independiente es W, por lo que diferenciaremos esta
literal aplicando primeramente la formula 7 y después la 4y 1:

dy = f’(w)dw

dy = _w%(3—2w2 )1 d(3-2w")+(3-2w" )}’5(1)}@;

dy = - w%(B— 2w2)_'}£ (—4w) - (3— 2w’ )]2 ]dw

dy = i + (3— 2w’ )12 ]dw

1/

(52w

1 2
—2n9+((3—2uﬁy2]
dy = = dw

(3—214;2)”2

-2u3+(3—2w1

= dw
(3-2w?)"

—4w’ +3

dy = dw
g _Js—zwz]

28



Calculo Integral: Conceptos en torno a la integral

Ejercicio

(]

Calcular la diferencial de la funcién f(z)z 2z°\2-z

29
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Ejemplo:

Calcular la diferencial de las siguientes funciones:

a) y=xcosx
b) y=sen2x+cos3x
c) y=tan (x3 )

d) f(x) =cot’ (2 - xz)

Solucién:
Funcidn Férmulas Diferencial
V= Xcosx 6, 11 = I:x (—As'enx) + cosx ( 1 ):I dx
= [—xsenx + cosx] dx
y =sen2x+cos3x 5,10, 11 = [cos(2x)(2) + (—sen3x)(3)]dx
= |:2 cos(Zx) — 3sen (Sx):ldx
y=tan(x3) 12,4 =[sec’ (xs)(?,xz)]dx
= [3.1(236(:2 (x3 )]dx
7(x)=cor® (2 B xz) 8,13, 4,1 | = [2cot(2 -x’ )(—0302 (2 - xz)(—2x))]dx
= |:4xco!. (2 —x? )csc2 (2 —x? )]dx

30



Calculo Integral: Conceptos en torno a la integral

Ejercicio
Calcular la diferencial de las siguientes funciones:
2
a) y=Xx'senx
b) y=sen3x—cos2x
2
c V= cot(x”)

d) j(x) = tan’ (3 - xs)

31
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Ejemplo:

Calcular la diferencial de las siguientes funciones:

CSCX

a) y=——
X

b) y= —isent

C) f(x) _ 5—12+4x

d y= fog(sz - 3)

Solucién:
Funcién Férmulas Diferencial
_csex [ (= x)— 1
p= : 7,2.15 _ x( CSCXCO;) cscx( )]dx
[ —csex(xcotx—1
= (x 5 )]dx
y=er 23,6 = [ gtsen (—lcost +sent(—1)):|dt
— :(—tcost — sent ) e ]dt
f(x) B 22 4,3 = :5__‘_1+4_\_ (Z'HS)(—LY + 4)]dx
= _(—2x + 4)(!}?5) S ]dx
y= fog(sz — 3) 24, 4,1 _ (IOX)foge dx
CE
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Ejercicio

Calcular la diferencial de las siguientes funciones:

secx
y —
X
y= e—xc'osx

f(X) = 21-3+x—?i

y= 1'1?(3;\’2 + 5)
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1.2 La antiderivada de una funcién

En la asignatura de Célculo diferencial se enunciaron ejercicios en la forma “dada
la funcion f(x), encontrar la derivada f’(x) ". Existe también el problema
inverso, es decir, "dada la derivada f’(x), obtener la funcidn f(x) ". Por
ejemplo, supongamos que queremos obtener una funcién I"(x) cuya derivada
sea 3x”; por lo que sabemos de derivadas, podemos afirmar que F(x)= x’, ya
que D_\_(x:‘) =3x".

Decimos que l"(x) es una antiderivada de 3x°.

Notemos, sin embargo, que !"(x) es una antiderivada de 3x’ y no la antideri-
vada, ya que podemos ver que:

If;(x):x3+4, Fz(x)=x3—48, F}(x)=x-"‘+100

son también antiderivadas de 3x?. De hecho, para cualquier constante C (llama-
da constante de integracion), la funcién dada por F(x)zr‘ +C representa la
familia completa de antiderivadas de 3x”.

1.2.1 La integral indefinida

De lo anterior podemos establecer la siguiente definicion

Una funcién 1"()6) es una antiderivada o primitiva de otra funcién
f(l) en un intervalo |, si F’(x) = f(x) para todo x en |.

La operacién para determinar la familia de todas la antiderivadas de una funcion
_f(x) se denomina antiderivacién o integracion indefinida, y se denota de la
siguiente manera:

If(x)dx = F(x) +C
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Calculo Integral: Conceptos en torno a la integral

En donde:

Simbolo de integracién Variable de integracion Constante de integracién

! !

I )‘(x) dx = F(x)+ C

1 !

integrando Una antiderivada de _f'(.r)

El término integral indefinida es sinonimo de antiderivada, y la diferencial dx
sirve para identificar a x como la variable de integracion.

En el siguiente modulo, estudiaremos detalladamente este tema con férmulas
para determinar la antiderivada o integral de una funcién

Problemas de aplicacién de diferenciales
Ejemplo:

La medida de la arista de un cubo es de 15 cm, con un error posible de 0.01 cm.
Empleando diferenciales, determinar el error aproximado al calcular el volumen.

Solucién:

Dibujamos el cubo y consideramos como funcién a la del volumen del cubo

V(x) =x’

Tendriamos como datos

dx=0.01 cm

x=15cm X
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Obtenemos la diferencial del volumen en términos de la diferencial de un lado
dV =3x*dx

Sustituimos datos
dV = 3(15 cm)z(0.0lcm)

Efectuamos operaciones y el resultado sera el error aproximado al evaluar el volumen

dV =6.75 cm’

Ejercicio
Se calcula que el radio de un disco circular es aproximadamente igual a 8 cm

con un error maximo en la medicion de 0.06 cm. Usando diferenciales, estimar el
maximo error obtenido al calcular el &rea del disco.
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Calculo Integral: Conceptos en torno a la integral

Ejemplo:

En una refineria de PEMEX un tanque cilindrico tendra un revestimiento de 2 cm
de espesor. Si el radio interior tiene 6 my su altura es de 10 m, calcular, mediante
diferenciales, la cantidad aproximada de material de revestimiento que se utiliza-
ré. ;Cudl es el valor exacto del material de revestimiento?

Solucidn:

La funcién del volumen del cilindro esté dada por:

V(r) =nr’h

Si se incrementa el radio ¥ una cantidad dr, el revestimiento serd el incremento
AV del volumen. Usando diferenciales tenemos:

AV =dV =V

AV =2mrhdr
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Sustituyendo datos: dr=2cm, r=6m h=10m
AV =27(6 m)(10 m)(0.02 m)

AV =24mr m’

AV =7.5398 m’
Si se quisiera el volumen exacto del revestimiento, entonces:

AV :x(r+Ar)2 h—7mr’h
AV =(6.02 m) (10 m)—z(6 m) (10 m)
AV =7.5524 m’

Por lo tanto, el error en la aproximacion sera: 7.5524 m’—7.5398 m’ =0.0123 m’.

Ejercicio

Usando diferenciales, estimar el crecimiento del volumen de un cubo si cada uno
de sus lados cambia de 10 a 10.1 cm. ;Cual es el valor exacto del incremento del

volumen?
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Calculo Integral: Conceptos en torno a la integral

Ejercicios adicionales

I. Para las siguientes funciones:

a) Determinar Ay cuando x cambiade 1a 1.1.

b) Usar dy para estimar Ay para el mismo cambio en x.

2. f(x)=x"+4
3. f(x)=+x
SCES
5. fx)=5
6. f(x)=—

Il. Determinar la diferencial de las siguientes funciones aplicando teoremas.

1
1. y=20Wx——p
! 2/x

I 5 2
6. tan’x + tanx
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M 7. y=\/1+sen2x—\/l—sen2x

P

l ; 3 3
it
Competencias

9. y= In(x + hrx]

10. y=Inx +Inx

13. y= (x + l)senx — XCOSX
14, = [MJ
XCOSX
lll. Problemas de aplicacién

1. Usando diferenciales, calcular el valor aproximado de /66 .
. . . 4/
2. Usando diferenciales, calcular el valor aproximado de 17

3. Utilizando diferenciales, estimar el volumen aproximado de material que se
necesita para elaborar una pelota de goma para jugar frontén, considerando
que el radio del nlcleo interno hueco es de 2 pulgadas y el espesor de ma-
terial es 1/8 de pulgada.

4. Una placa circular se dilata por la acciéon del calor de manera que su radio se
incrementa de 5 a 5.06 cm. Calcular el incremento aproximado del drea que
sufre la placa.
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Calculo Integral: Conceptos en torno a la integral

Respuestas

I
1. Ay=0.0286, dy=0.0288
2. Ay=021,dy=020
3. Ay=0.0488, dy=0.0500
4. Ay=-0.1735, dy =-0.2000
5. Ay=-0.0263, dy =-0.0250
6. Ay=-0.2222, dy=-0.2000

dy = L+L dx
X 4Vx

dy = _8()(2 +4\/;)3 (x+3\/;]}dx

3
dy= 3x —2x]dx

1
v | 22x(2 + 2x) “
dy=|- 1 dx
N

dy = -.5'ec2x(ran4x +2tan’x + I]dx

dy = cos2x( l + 1 dx
i \/l + sen2x \/1 — sen2x

dy = -%(1+!nzx)]dx

I x+1
dy = x(x + i}?x):|dx
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M _
1= 1 10. dy = @dx
| 2x Inx
Competencias
M. dy=| —2_|a
’ _(e“'+ e""')u !
12. dy:;
-‘(x3+ 1)4

13. dy = xcosx + (x - l)senx

X + Xxsenx — (1 + SC’HX)COSX

14. dy = 5
XCOSX
1l.
1. R=4.042
2. R=2.03125
3. R=2m plg’

4. R=0.6 wplg® ~1.8849 plg’
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Dos

Métodos de integracién directa por cambio de
variable algebraica y por partes

Propésito
Piensa de manera flexible, analitica y critica al aplicar los mé-

todos de integracién directa, por cambio de variable algebrai-
cay por partes.
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=M Competencias a desarrollar
— Genéricas

5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de méto-

dos establecidos.
5.1 Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendien-
do como cada uno de sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.
5.6 Utiliza las tecnologias de la informacién y comunicacién para procesar e
interpretar informacién.

8. Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.
8.1 Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar un proyecto en
equipo, definiendo un curso de accién con pasos especificos.
8.2 Aporta puntos de vista con apertura y considera los de otras personas de
manera reflexiva.

Disciplinarias

1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacién de pro-
cedimientos aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales, para la
compresion y analisis de situaciones reales, hipotéticas o formales.

2. Formulay resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos ma-
tematicos y los contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.
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Introduccion

El primer uso de las integrales data del Antiguo Egipto (1800 a.C.) para el célculo
de volimenes. Este concepto fundamental de las matematicas fue perfecciona-
do desde entonces por numerosos cientificos entre los que se destacan Arqui-
medes, Fermat y Barrow. A mediados de 1665 dos brillantes matematicos, Isaac
Newton y Gottfried Leibniz, elaboran el “Teorema fundamental del Caélculo”,
principal adelanto en la integracién. Este hallazgo no fue cooperativo, sino mas
bien individual, hecho que generd una gran disputa por la autoria del mismo.

Finalmente, Cauchy, Reimann y Lebesgue formalizaron el sistema actual de cal-
culo de integrales empleando el uso de limites.

Las integrales se usan cotidianamente para el calculo de areas, longitudes de
curvas y volimenes de sélidos de revolucién, entre otras aplicaciones.

Los métodos de integracion consisten en diferentes técnicas elementales usadas
para calcular una antiderivada o integral indefinida de una funcion.

Asi, dada una funcién f(x), los métodos de integracidon son técnicas cuyo uso
(usualmente combinado) permite obtener una funcién f(x) tal que:

F(x)= [ f(x)dx

Lo cual, por el teorema fundamental del célculo, equivale a deducir una funcién
F(x), tal que f(x) es su derivada.

dF(x) _

dx

f(x)
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2.1 Integracion directa por férmulas

La integracion directa requiere establecer una tabla de funciones y sus antideriva-
das o funciones primitivas. La aplicacion de los métodos de integracién requiere del
uso de las propiedades de las operaciones como potenciacién, radicacion, multi-
plicacion, division, suma y resta, ademas de productos notables, racionalizacion e
identidades trigonométricas, entre otras.

La integral indefinida se denota como jf(x)dx y estd dada en la forma:
jf(x) dx=F(x)+C
Por ejemplo:

a) Si F(x) =3x®
dF(x)= f(x)=15x*dx

Entonces: JleJ' dx=3x"+C

b) j?xﬁ dx =

Buscamos una funcién tal que su diferencial sea 7x°dx.
Considerando X', tenemos que dx’=7x°dx.
Por lo que I?xﬁ de=x"+C

La siguiente tabla resume las férmulas de integracién elementales, donde u=f(x),

con el propésito de darles una forma general, considerando que u puede ser una
funciéon de "x" o de cualquier otra variable.
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Calculo Integral: Métodos de integracién directa por cambio de variable algebraica y por partes

Tabla 1. Férmulas fundamentales de integracion

1. Diferencial
dy =f " (X)dx

2. Integral indefinida

[dx=x+C

[ kdx =kx + C; k es una constante
[k fx)dx =k | f(x)dx

[ Tf0£g(o]dx = fx)dx = [ g(x)dx

x}?+l

n+1

+C

jx}"’dx=
jx_ldxz Jd—:=1n|x‘ +C

unﬂ

jundu= +C, ne Ry n#1

n+l

jﬁzln|u| +C
u

3. Férmulas fundamentales
[senudu=-cosu+C
[cosudu=senu+C

[tan u du = InUsec ull + C

[ cotudu=InDsenul+C
[secudu=1InOsecu+tanull +C

I cscu du=Inlcscu-cotul +C

[sec2udu=tanu+C
[esc2 udu=-cotu+C
[ secu tanu du = sec u + C

[cscucotudu=-cscu+C

u

= +C
Ja du Lna

Jerdu=¢e'+C

du u
Jﬁ= arcsen— +(
va“-u a

du 1 u
Iﬁ:— arctan— +C
a“+u”~ a a

du 1 u :
=—arcsec— + (

Ju\!uz—az a a
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:‘ETCEH:[ M Ejemplos:
L 2

Calcular las siguientes integrales utilizando las férmulas correspondientes:
Competencias

a) jxﬁ dx

n+l

Aplicando la féormula jx” dx = a
n+1

+C
Donde n=~o

Se obtiene:

6+l
=

+C

J¥ B

O bien

7

[ dv= x?+(.‘
b) j3x4 dx

n+l
Aplicando las férmulas: [kfoodx=k[f (x)dx y andF:H_'-C

Donde:
k=3 fx)=u=x" n=4
Se obtiene:

I3 x* de=3[x* dx

K
= +C
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Calculo Integral: Métodos de integracién directa por cambio de variable algebraica y por partes

Por lo que

3 .
[3x* dngx’+(.‘

Aplicando primero la férmula: f[f(X)+g(X)] dx:If(x)dx+Jg(x)dx , se tiene:

J[%+l}dx = j%dx +J%dx

x> X

=h

Por leyes de exponentes: —=x
Xn

De donde:

j[%+%}dx:-[x_3dx+_[x'zdx
X x

n+1

X
Aplicando la férmula: jxndX: +C se tiene

n+1
1 1 ) X 341 X 2+1

J —+— [dx= + +C
x° x -3+1 -2+1

Por lo que se obtiene:

ji+i X—_i_l.l_c
x> x? 2x% x
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d) Jsen x cosx dx

Aplicando la férmula:

un+|

Ju” du = +C

n+1

Para obtener la primera integral

Donde:

u=sen x du=cosxdx n=1

Se obtiene:

1+1

|'sen x cosx dx = +C

1+1

Finalmente:

1 Al
Jsen X cosx dx = EL\;en2 x+(

e) |4 cosdx dx

Aplicando la férmula:

Jcos u du=sen u+C

Donde: u=4x y du=4 dx
Se obtiene:

|4 cosdx dx = sen 4x+C
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Ejercicio

Calcular las siguientes integrales aplicando las férmulas correspondientes:

a) I7dx

b) jxﬁ dx

o) I7x3dx
2

d) ngdx
3

e) j;dx

i) j(x4—6x2—2x+4)dx

i j[ 5x +\/§de
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UWECE\H:[ M Respuestas:
x
Competencias a) 7x+C f) ZX 34+C

b) %+C ) 33x+C
4 p—
a0 Xac h) >_ ¢
1 73x"
3}("E x° 3 2
= 4C i —=2x"—x"+4x+C
d) c i) 5
e) %+C ) 2X35X+2\/§+C
X

2.2 Integracién por cambio de variable algebraica

Como se ha visto, los ejercicios sencillos se han resuelto de manera natural, apli-
cando operaciones algebraicas elementales y con la férmula.

n+l

Jx"dx: +C

n+1

A partir de ella se han podido obtener integrales como:

3+1 4
X

[xdx = =*.iC
341 4

O integrales, tales como:
3
JJ;dx, J£dx, [sen xcosxdx
X

Sin embargo, si la variable no aparece de manera sencilla en la funcién a integrar,
es decir, si se tiene una funcién f(x)=u, se puede integrar aplicando la férmula:

n+l

-

+C

J u'du =
n+1
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Célculo Integral: Métodos de integracion directa por cambio de variable algebraica y por partes

Ejemplo:
| (3x — 5)2 dx

Se aplica la féormula:

n+l

n+1

+C

Ju"du =
Por lo que primero se debe identificar:

u=3x-5 du=3 dx n=2
Para poder integrar aplicando la férmula indicada, se debe multiplicar por 3 'y
dividir entre 3 para no alterar la integral:

j(3x—5)2§dx=% [(3x-5) 3dx

) 1 (3){ _5)2+1
=3 211 ¢

Por lo que el resultado es:

j(3x—5)2dx:%_[(3x—5)23dx
Ejercicio

Calcular la siguiente integral: J(4x—3)2 dx
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Ejemplo:

Anédlogamente se podia integrar Jcos® x dx con la férmula indicada, para lo cual
la tendriamos que completar en la forma:

U =CosX
du = —sen xdx
n=3

Como no se podria multiplicar y dividir por —sen x, la integral correcta debe ser:

Jcos® x (sen x)dx

Para poderla integrar hace falta multiplicar y dividir por -1, dado que
d(cos x)=-sen x dx

Por lo que se tiene:

jcosgx —senx dx:ijcofx(—senxdx)

Por lo que se tiene:

3+1
Jc053 x(—senx)a'x — —(CO;TXB +C
Finalmente:
jcos3 x(senx)dx — —% +C

Lo que realmente se ha hecho con las dos integrales anteriores es reemplazar la
variable x por la funcién uy completarla para la diferencial de u.

Ademas, se puede obtener con cambio de variable, donde la variable x se reem-
plaza por una funcién f(x)=u, para que la integral se calcule utilizando la funcién u.
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Ejercicio
Calcular la siguiente integral:

JSSen x (cos x]dx

Ejemplo:

4

-3

Calcular la integral J‘de
x

. ., 1 .
Como se puede observar, la derivada de la funcién Inx es —, lo que nos sugiere
. . . X
aplicar el cambio de variable:

d
u=2hx = du = 2_x
X

Multiplicando y dividiendo por 2 y sustituyendo en la integral:

.
2Inx-3) 24 1
i 5 ) == J(2u=3)

A su vez, esta integral tendria que obtenerse por cambio de variable, consideran-
do 1 = 2u— 3, como se hizo anteriormente, obteniendo:

(21nx—3)42dx 1(211—3)5
J 2 X :E 5

+C

5
_ (2{4‘1—03) +C

Sustituyendo nuevamente:

j(21nx—3)4 P (21112(—3)5 .
2 10

Sin embargo, para evitar realizar dos o mas cambios de variable debemos anali-
zar que lo importante es que la expresién 1/x es la derivada de /n x y también
lo es de (2 Inx — 3) , sin considerar la constante.

S/
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:‘»TC[IUM Podemos considerar el cambio de variable:

a'_x dx du

Basado en H=211‘1X—3 =>du=2 —_—=—
Competencias X X 2

y al sustituir en la integral original, se tiene:

(2111)(—3)4 ¢,
deX:EIU 2du

Sustituyendo nuevamente el valor de u:

4 3
J.(2lnx—3) e (2lnlxo—3) L
x

De lo anterior se puede concluir que el cambio de variable procede cuando en el
integrando aparece una funcién u y su diferencial multiplicada por una constante.

Ejercicio
Resolver la siguiente integral:

J.(ln2x— 1)3 e

X
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Ejemplo:
Calcular la integral de 2x*v3—x" dx.

Primero se debe representar en forma exponencial:

1

J2x4 (3— x° )i dx

n+l
u
+ C

Si se considera la formula: [ " du =
n -+

Donde:

U =3-x

du= —5x"dx

Podemos ver que el nimero 2 se puede sacar de la integral:

1

2_[(3—)(5 )E x*dx

Y se observa que para que este completa la du se debe multiplicar por -5y divi-

dir entre =5, por lo que la integral quedaria:

2 [(3-x°)F(-5¢*)dx

Por lo anterior, ya estaria completa y podemos integrarla aplicando directamente

la férmula indicada, considerando que u = 3—-x7.

Teniendo como resultado final:
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3""‘3E[:\H:|M Existen otras situaciones en que el cambio de variable no es tan evidente en
A 2 términos de la funcién U y su derivada, por lo cual debemos analizar y ver qué
funcién facil de integrar es similar a la funcién dada.
Competencias

Ejercicio

Calcular la integral de: 3x*v1—x" dx

Ejemplo:

]

dx

X
Calcular |
I (i)

Si se analiza la integral se puede observar que:

u=1+x°
du = 6x"dx

. . 2 , .
En el ejemplo se tiene x” en el numerador, por lo que no podriamos aplicar
la férmula:

J‘@zm‘uh(.‘
u

Sin embargo, revisando las férmulas podemos ver que tiene similitud con

la formula:

du 1 u
—= —arc tan—+C

a+u  a a
Donde

a=1

u=x

du = 3x’dx
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Entonces la integral debe quedar en la forma:

Pero para integrarla debemos de completarla multiplicando y dividiendo por 3:
lj 3x’dx
3 1e()

Aplicando la férmula se obtiene:

x* _1¢ udu
J1+(X3)2 = 3-[02+u2
zl{larc tanEJ+C
3l a a

Sustituyendo las variables se tiene:

jx—_dx:%arc tanx’+C

Ejemplo:

3

X
Caleular | ——
V14 9x*

dx

En analogia al ejemplo anterior, se observa que la férmula que se puede aplicar es:

J« du

———=Inlu+Nu' +a’
Nul +a’

+C
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‘TL:QI[ M Donde:
-2
8 4
u=+9x" =3x
Competencias

du=12x"dx

a=\ﬁ=1

Entonces la integral se puede expresar en la forma:
f x’dx

1+(3x‘l )2

Por lo que se debe completar du si multiplicamos y dividimos por 12

1 12x°dx

= 1+(3x“)2

Aplicando la férmula indicada se tiene:

12x°%dx 1

deX:ij_:_jL
V1+9x® 12 ’1+(3x4)2 12° Ju? + a*
u+vu®+a*

=In +C

Sustituyendo u = 3x*

1+41+9x°

:iln

X3
——d
'[\/1+9x‘3 12

+C
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Célculo Integral: Métodos de integracion directa por cambio de variable algebraica y por partes

Ejemplo:
Calcular [tan x dx

Como se observa, se puede aplicar la formula directa para la [wan xdx; sin embar-

go, podemos obtenerla sustituyendo tany = 2o |
COSX
Sustituyendo:
sen x du
Jian x dx=] dx y aplicar la formula | — du.
cos X »
Donde:
U =Ccosx

du = —senxdx

Entonces la integral debe quedar:

—senx
— dx
cosx

du
Y aplicando la férmula j—=1n‘u| +C, se tiene
u

—senx
—|———dx=-Incosx+C

COS X
Como —J’H(cosx) = [nl — In(cosx) = !H(lf’cosx) = h?(.s‘ecx)
Por lo que se puede expresar: [tan x dx= h?(secx)+ C
Que se obtiene igual aplicando la férmula directa:
Jtan u du= hf‘secu‘ +C

Anélogamente se aplica la férmula:

Jcot u du= h?|semf| +C
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Ejercicio

dx

Calcular la |
9+4x’

dx
Cuando se tiene una integral del tipo: Jaxz P, donde a#0, se puede

aplicar formula directa, pero primero se debe adecuar la funcién para ello.

El procedimiento consistird en completar el trinomio cuadrado perfecto y tomar
el cambio de variable adecuado.

dx

2x% +12x
tar trinomio cuadrado perfecto.

Por ejemplo, para obtener I , primero se aplica el método de comple-

2x 2 +12x = 2[x3+6x]= 2[x2+ 6x+9-9 | = 2[(x3+6x+9)-9]
=2[(x+3)2—9:|

Sustituimos en la integral e identificamos la férmula que se puede aplicar:

1
———=—1In
u —a 2a
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Calculo Integral: Métodos de integracién directa por cambio de variable algebraica y por partes

Acomodamos la integral tal como la férmula anterior:
dx
oA
2[(x+3) —9]
Definimos:
u’ =(Jc+3)2 —u=x+3
du = dx

a’=9—>a=3

Como vemos hay que sacar el 2 del integrando:
1 dx
_J'iz

(x+3) -9

Y aplicando la férmula correspondiente, se tiene:

lf df :lj ?du - :L!n u +C
(x+3)"—33 2 w—a 2a |u+ta
Sustituyendo u y a se obtiene:
1 In x+3—3|+€:l[}? i e
2(3) | x+3+3] 6 |x+6

Es conveniente observar que no importa cuél sea el trinomio cuadrado, al com-
pletarlo nuestra integral siempre se reducira a la aplicacién de esta férmula.

X
xX+6

dx 1

— = 1 +C
2x"+12x 6
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:‘»TC[JI[ M Ejercicio
Basadelan Calcular la J'L
3x* +12x—15

Ax+B
Ahora vamos a calcular integrales del tipo: [—22 iy donde a#0

-

ax +bx+c

Por ejemplo:

Calcular la siguiente integral:

5x+3

7— x
3x"+4x+2

Seria mas sencillo si el numerador de la integral fuera la derivada del denomina-
dor, porque se podria calcular directamente.

6x+4
Considerando la integral: J‘j— dx
3x“+4x+2

7 . s du Al
La férmula a aplicar seria: [—= z'n‘u‘+ C
u
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Calculo Integral: Métodos de integracién directa por cambio de variable algebraica y por partes

Donde
u=3x"+4x+2

du=06x+4

6x+4

————— dx=In3x* +4x+2{+C
3x"+4x+2

Pero no es este el caso, sin embargo se puede partir de esta funcién y modificar
a una expresion mas facil para integrar:

Adecuando a la integral directa:

5 504
Sx+3 ~ g(6x+4)+3—%

3Ix?+4x+2 3Ixt+4x+2

%(6x+4)+3—l

=] . dx
3x"+4x+2
Separando las fracciones:
1
6x+4
2 ( ) dx—)— 3 dx
6 3x"+4x+2 3x"+4x+2
O bien
6x+4
8 udx—lJ;dx

63X +4x+2 3 3x>+4x+2

La primer integral ya esté resuelta y la segunda se resuelve con el procedimiento
descrito en el ejemplo anterior.

3x2+4x+2:3()(2+4x+§J:3[x2+%x+%+g—i]

3 9
2\ 2
=3[ x+=| +=
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Entonces, se tiene:

> 2
Basado en
Competencias

W | =
e
j =)

a
o
o= ]
Ny

Por lo que el resultado final es:

5x+3 ) 1) 3 3(” % )
————dx=In 3x‘+4x+2|— — || —=arc tan - +(
3x? +4x+2 3)| 2 J2
Ejercicio
Calcular las siguientes integrales:
2 3x 5
a) | dx b) | dx c dx
) 5x—4 ) x*+2 )J2x—4
Tx x S5x=3
d) | dx e) | ————adx f) [ ———adx
x’—4 Vox? -1 Vx®=2x+1
e -1 . 1
a) | e h) [Ja+x* dx i) I[S—;]dx

k) ijz sec’ (4 — x?‘) dx

n) Je‘”dx

q) Ie"‘“ *sec” 3x dx
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Calculo Integral: Métodos de integracién directa por cambio de variable algebraica y por partes

jzdx 1 Zdj_ 1 ax ) j(s‘enx— COs x)z dx u) JCSCZ 2x dx
X—= X
V) J((g"'-l- 1 J_ dx W) Jsenfﬁxcosx dx

e,

Para comprobar tus resultados y ver el procesos puedes hacer uso de la pagina
Calculadora de Integrales en la siguiente liga:
https://www.calculadora-de-integrales.com/

Solucién:
- 3in(x%+2 n|x-
a) 2In|5x 4|+ C b) n(x<+ )_I_ C C)5n|x 2| Iy,
5 2 2
2
d) 7VxZ—4+C e) 9’; lic fSVAZ—2x + 1+ 2njx — 1|+ C
1 xVxZ+4 . x
9) ex+x+C h) - +2arcsmh(5)+C

h) 2in(|VxZ + 4 + x|) + x f’1—2+1+c i) 8x — In|x| + C

14
— 3_

& 4") +C g 2mE ¢ )VXZ+ 4+ C
x 4x 44116

m 4 2e+x+C nE—+C o) (x;) +C
2 4 4

0 2mEE Lyt 02 _ 1o
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— Y ,
tan(3x) 3 312
{ﬂl 2 9 ¢ iy y 3In(x3+1) LC 0 3in(VxZ+1) L
3 2 2
9 £n|2x—1|;£n|2x+1| iC S)_IHIZHII;InIZx—lI Iy,
2 —cot(2x) 1
t)cos’x + x + C u)T+C u)_—Ztan(Zx)+C
er e—?,‘x
v) senh(2x) + 2x + C VT + Z2x + €
w) sen*x iC
4
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Célculo Integral: Métodos de integracion directa por cambio de variable algebraica y por partes

2.3 Integracion por partes
Este método nos permite obtener integrales de funciones que se pueden expre-
sar como un producto de una funcién por la derivada de otra. A continuacién
deduciremos la férmula de integracion por partes a partir de la regla para derivar
un producto de dos funciones.
Dadas dos funciones u y v, la diferencial de su producto es:

duv=udv+vdu
Despejando u dv, se tiene:

udv=duv-vdu
Integrando en ambos lados:

[udv=duv-][vdu
De donde se obtiene:

[ udv =uv-[vdu

que es la férmula de integracion por partes.

En los siguientes ejemplos se indica el procedimiento de la aplicacion de la for-
mula anterior.

/1
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3""‘:E[:|:D M Ejemplo:
-2
Calcular [x cos(x) dx
Competencias

Para poder obtener la integral, primero se debe definir cada una de las funciones.

Considerando

dv=cosx dx
u=x
v = [cos xdx
du=x
v=sen x
Aplicando la formula: Judy =uv - fvdu, se tiene:
Jx cos(x]dx = Xsenx —jsen(x]dx
Como la [sen x dx es cos x
Se tiene que Jx cos(x]dx =X SenX —CoS X
También se pudiera haber considerado en la forma:
dv=x dx
V =CoSX
x}
du=—sen x v=—
2

Pero al definirlo asi, se observa que la funcién por integrar en el lado derecho
tiene un mayor grado de dificultad para obtenerse que la original.

Jx cos(x) dx = x—cosx—f—x—_ sen x dx
2 2

Por lo que para obtenerla se tendria que volver a aplicar el método de integracion
por partes, lo cual nos indica que se debe analizar para elegir la estrategia adecuada.
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Célculo Integral: Métodos de integracion directa por cambio de variable algebraica y por partes

Ejercicio

Calcular jarc sen 4xdx

Ejemplo:

Calcular j xe" dx

Definiendo:
dv=e" dx
U=x
y=|edx
du=x
v=e

Aplicando la férmula de integracién por partes: [u dv=uv —[vdu, se tiene:

Jx e*dx =xe" —je“' dx
=xe" —e"+C

En estos ejemplos, una adecuada eleccién de # y dv nos lleva en un solo paso
a obtener la integral indicada, reduciéndola de tal manera que el integrando sea
mas facil de manipular.

Existen otras situaciones, como se verad en los siguientes ejemplos, en que, si
bien la integral del lado derecho tiene un menor grado de dificultad, no es una
integral inmediata, requiere de un nuevo proceso de integracioén por partes, ob-
teniéndola por cambio de variable, o algin otro procedimiento.
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WM Ejemplo:
-2
Calcular | x’e*dx
Competencias

Definiendo:

Uu=x v=e¢"

du =3x dx dv=e'dx

Considerando la férmula Ju dv=uv - [ v du
Por lo que JX3 e dx=x’" —3jxae" dx

La integral del lado derecho se resuelve por partes (ver el ejemplo anterior), ob-
teniendo:

| ¥e*dx = x’e* - S(xe"' —e" ) +C

., x 3 .
La eleccion u=e", dv=x'dx nos lleva a una integral con un mayor grado de
dificultad.

Ejercicio

Calcular | e* cosxdx
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Calculo Integral: Métodos de integracién directa por cambio de variable algebraica y por partes

Ejemplo:

Calcular jarc cotl x dx

u = arc coix V=x
dx
du = 5 dv = dx
1+x
dx
jarccotxdxzx arccotx—_[x -
1+x

En este caso, la integral del lado derecho se resuelve por un cambio de
variable, obteniendo:

d 1, 2d 1 P y
[x xj =—] xj =—ln(1+x‘)+(
I+x° 2 1+x° 2
Finalmente, la solucién es:
1 N
[are cot x de=x arccotx—zln(l+x‘)+(.

Ejercicio

Obtener [arc secx dx
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WM Ejemplo:
-2
=
Calcular [sen® x dx
Competencias

Definiendo:

u=senx ‘ V ==C05X

du = cos dx dv = senx dx

Aplicando Judv=uv—jvdu
Jsenzx dx=—senx cosx— I—cosz x dx
Jsenzx dx =—senx cosx +J.cos2 x dx
La integral del lado derecho, al parecer tiene el mismo grado de dificultad que la

integral original, son muy similares, lo que nos sugiere volver a aplicar el método
de integracion por partes.

U=C0osXx ‘ V=358en x

du = —senx dx dv =cosx dx

J‘cos2 xdx=—senx cosx—]—senzx dx
2
=—Senx cosx +Isen x dx

Que al sustituirse nos da:

Jsenzx dx =—senx cosx +senx cosx +jsen2x dx

Volviendo al mismo lugar, la alternativa es utilizar la identidad: sen’x+cos’x =1
En la primera integracién por partes:

Isen® x dx=—sen xcosx+ ] cos*x dx

76



Calculo Integral: Métodos de integracién directa por cambio de variable algebraica y por partes

Sustituyendo cos’x =1—sen’x
J‘sen2 X dx =—sen xcosx+J(1—.veJ?2x) dx
[sen® x dx =—sen xcosx+ ] dx—[sen*xdx
Por lo que se tiene:
[sen* x dx=—sen xcosx+x— | sen*xdx

Otra vez vuelve aparecer la misma integral, pero con signo contrario, lo que nos
permite despejarla:

| sen*xdx + [ sen’xdx = —sen xcosx +x
2 | sen*xdx = —sen xcosx + x
Despejando, podemos concluir que:
—sen xcosx+x

| sen®xdx = 5 +C

Ejercicio

Calcular [cos®x dx
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“‘E[:[I\H:[M Ejemplo:
£ 2
Calcular Je'sen x dx
Competencias

u=e V==C08 X

du = e“dx dv =sen x dx

Considerando la formula: [u dv=uv -[v du

Por lo que:

Je" senx dx=—e"cosx+ je" cosx dx

De nuevo, como en el ejemplo anterior, la integral del lado derecho es similar y

del mismo grado de dificultad, por lo que podriamos intentar utilizar de nuevo el
método de integracién por partes.

V=2s8en x

du = e*dx dv =cos x dx

Je" cosx dx =e"senx—Ie"senx dx
Al sustituir obtenemos:
Jex senx dx =e"senx—e" cosx— Jexsenx dx
De donde podemos despejar la integral:
[esen x dx+ e sen x dx =e'sen x —e* cosx
2] e sen x dx= e sen x —e* cosx

Por lo que, finalmente se tiene:

) 1/ . ) ;
[e*sen x dx = E(e“sen x —€" cosx) HC
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Calculo Integral: Métodos de integracién directa por cambio de variable algebraica y por partes

Ejercicio

3 2 .
Calcular Jsec’x dx. Se puede separar como [secxsec?x dx o aplicar el proceso

del ejemplo anterior.

Ejemplo:
Calcular Jcotxcosx dx

u=cotx V=sen x

du =—csc’x dx dv = cos x dx

Iudv =uy— Ivdu - Jcof X cos x dx=cotxsenx— I.s‘en x(—csczx) dx

Jcot x cos x dx = cotxsenx+ |sen x csc’x dx

. coSX 1 > 1 .
Sustituyendo cotx = y CSCX = — CSC” X = ———, se obtiene:
sen x sen x sen’ x
dx

_[COf X cos x dx=cosx +_[
sen x

Volviendo a aplicar la identidad:

| cot x cos x dx=cosx+Jcscx dx
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:WTE[ID M se integra
2
Jescx dx=In cscx—cotx‘
Competencias

[cot x cos x dx=cosx +[n‘cscx—c0tx +C

Ahora se van abordar algunos ejemplos en los que, debido a las posibilidades,
tiene que aplicarse un criterio preciso para decidir sobre la eleccion de y dv .
Ejemplo:

Calcular [x%¢* dx

En este tipo de funciones a integrar, hay muchas maneras de expresar al inte-
grando como un producto; opciones:

1° u=x’, dv=e" dx

2° u=x’, dv = e" xdx
3° u=x, dv= x*e¢" xdx
4° u=1, dv=x" e dx
50 u=xe", dv = dx

¢Cual de estas opciones elegir?

Lo primero que se debe hacer es asegurar que la elecciéon dv sea una funcién
facil de integrar. Si examinamos con detalle las opciones, sélo la opcién u = x?,
dv =e* xdx cumple con esto, ya que dv es facil integrar por un simple cambio
de variable:

2 1 2 |
Jxe" X dxz—J‘er" dx=—e" +C
2 2
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Calculo Integral: Métodos de integracién directa por cambio de variable algebraica y por partes

Por lo que la tabla para la integracién por partes es:

du =2x dx dv = xe"'z dx

Tudv =uv = [vdu — [ x*e* dle e"zxz—fl e 2x dle e xr—[ e x dx
2 2 2

T

2 1 2 1 2
xe' de=—e"x’—=e" +(
2 2

Ejercicio

Calcular [x°v6—3x" dx . Se puede separar como |x’V6—3x" x*dx , conside-

rando u=x"y dv=6-3%" x* dx.
Ejercicios

Calcular las siguientes integrales:

a) JS cos’ (6x—1)dx

b) [ x*Inx’dx

c) | arctan xdx

d) |5x sen xdx

e) | xcos2xdx

f) Je>sen x dx

9) | xe**dx

h) Ix 14+ x? dx
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) [3cos*x dx

i) Jsen’x dx
k) Jx5602 3x dx

) IarcCost dx
m) sze_'“dx
n) ngsenx dx

o) szv‘l—x dx

xe*
d
A | (1ex)

2

o

0 [ (xe¥)ax

Soluciones:

5(sen(12x—-2)+12x) +C
24

4 200y
x*(8In (x)324ln(x)+1) iy,

c) —acrln|cos(x)| + C o) acrin|sec(x)| + C

d) 5(sen(x) — xcos(x)) +C
2x sen(2x)+cos(2x) +C

2
xcos(x)sengx)+cos (x) +C e) ”

—e~?X(2sen(x)+cos(x)) iy

f) >
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Calculo Integral: Métodos de integracién directa por cambio de variable algebraica y por partes

9 —t+C

("z?)g +C n Y27 ¢
) 3(cos(x)sz.in(x)+x) np ) 3(sen(:ix)+2x) e
j _w +C
o ln|cos(3x)|;—3xtan(3x) "y
) x arccos(2x) — S
m)_(9x2+6x+2)e'3"+ C

27

n) (3x2 — 6)sin(x) + (6x — x*)cos(x) + C

7 5 3
2(1-x)2 | 4(1—-x)2 2(1—x)2
o - - . +C
ex
Pt C
5 2
2 3
9) z(x;;) - 4(";” +20x+1+C

n(x—1e*+C
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VoduloTres

Métodos de integracién por cambio de variable
trigonométrica y por fracciones parciales

y=sen x

m\ 3n/2

=3/ 2

Piensa de manera flexible, analitica y critica al aplicar los métodos de integracién
por cambio de variable trigonométrica y por fracciones parciales.
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Competencias a desarrollar

Genéricas

Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de méto-
dos establecidos.

5.1 Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendien-
do como cada uno de sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.

5.6 Utiliza las tecnologias de la informacién y comunicacién para procesar e
interpretar informacion.

Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.

8.1 Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar un proyecto en
equipo, definiendo un curso de accién con pasos especificos.

8.2 Aporta puntos de vista con apertura y considera los de otras personas de
manera reflexiva.

Disciplinares

Construye e interpreta modelos matematicos deterministas o aleatorios me-
diante la aplicacion de procedimientos aritméticos, algebraicos, geométricos
y variacionales, para la comprensién y anélisis de situaciones reales o formales.
Propone, formula, define y resuelve diferentes tipos de problemas matemati-
cos buscando diferentes enfoques.

Propone explicaciones de los resultados obtenidos mediante procedimientos
matematicos y los contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.

Introduccion

En este médulo se abordan los métodos para integrar las funciones donde se
presenta un radical, y el radicando es una suma o diferencia de cuadrados, es-

pecificamente de la siguiente forma: \/x2 + P \/az _g2 O \/x2 _ 2 asimis-
mo se presentan cuatro métodos de integraciéon para las funciones racionales

de la forma P(x) .

O(x)
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Calculo Integral: Métodos de integracién por cambio de variable trigonométrica y por fracciones parciales

3.1 Integracion por sustitucion trigonomeétrica

i i 2, 2 2.2
En las integrales donde se presentan radicales de la forma \/x APERY \/a -
6 Jy?_ 42 es util el método de integracion por sustitucion trigonométrica. En
este método se estara usando la siguiente tabla de sustituciones trigonométricas.

Tabla 1. Sustituciones trigonométricas

Expresion con radical Sustitucién Identidad
Casol
x=a sen 6
a X T T
Con ——<f<— 1 —sen’8 = cos’0

‘ 2 2
Ja? — x° Va' —x* =acosh

Caso ll

x=atané

Con —£<9<£

1+ tan’0 = sec’0
Jat +x° X 2 2
‘ Va* +x* = asec

a

Caso lll

x=a sect
X 3
0<8<Z Un<o<Z ) )
N 2 2 sec’@—1=tan"0

a Vxl—a* = atan@

Antes de continuar, hay que aclarar que a partir de la tabla de sustituciones tri-
gonométricas se puede ver que existen restricciones para el angulo 8, segun la
sustitucion de la que se trate, por ejemplo para la sustitucion inversa x = a sen 6

37/
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T T
el intervalo indicado es 2’ 2 |; esto se debe a que es vélida siempre y cuan-
do defina una funcién biunivoca, es decir, que la funcién sea uno a uno.

Recordemos que una funcién uno a uno es aquella que cumple

f(xl);tf(xz) siempre que X, # X,

Es decir, para cada valor x del dominio, sélo existe un valor para la funcién
_f(x) . Esto se puede probar facilmente por medio de la prueba de la recta horizon-
tal. La funcion Yy =s8en x no es uno a uno, porque si se traza una recta horizontal,
ésta corta en méas de un punto a la curva (observar figura 1), por lo tanto, la funcién
seno no tiene funcidn inversa para todo su dominio; sin embargo, la funcién inversa

T T
de la funcién seno existe solo si se restringe el dominioa ~ 5 o 9, yaque asi
la funcién y =sen x es uno a uno, (observa la figura 2), donde se puede ver que si
traza una recta horizontal, ésta corta en un solo punto a la curva. Por lo anterior, en
la tabla de sustituciones trigonométricas se restringen los dominios de las funciones

propuestas como cambio.

La recta horizontal y A
corta la curva en A
varios puntos La recta horizontal _
y=sen x corta la curva en un y=sen x
\L punto
N N\ Vi ys

< \ \ / . .
=37/ 2 v 72 3T 2 x 372 ‘7r —7r/2/ 7T 2 3 37m/2

Figura 1 Figura 2
Funcion y=sen x . Funciéon y =sen x, con dominio
Fuente: adaptado de Stewart (2012). restringido a _ E <x< E .
2 2

Fuente: adaptado de Stewart (2012).
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Calculo Integral: Métodos de integracién por cambio de variable trigonométrica y por fracciones parciales

A partir de la tabla de sustituciones trigonométricas se puede observar que, si se

presenta una integral de forma [./,2_ \2 ;. se puede proponer una sustitucion
inversa x =a sen 6 para el integrando:

\/02 -x’ = \/az —a’sen’d = \/a2 (1 - senzﬂ) = \/a2 cos’ 8 = a|cos€|
Considerando que dx=a cos 0 d@ , se puede escribir la integral como:
f a’—x’dx= Jazcoszﬂ de

Que se puede integrar con menor dificultad. Mas adelante se explicara el proce-
so de integracion.

El objetivo en este apartado del médulo es que, por medio de una sustitucion tri-
gonométrica, se supriman los radicales del integrando y con este fin utilizaremos
las identidades trigonométricas que ya conocemos.

Tabla 2. Identidades trigonométricas

Férmula Los dos despejes respectivos

2

sen?x + cos?x =1 sen?x 2

1—cos“x

cos?x =1 — sen’x

tan’x + 1 = sec®x 1 = sec®x — tan®x

2

tan’?x = sec?x — 1

cot’x + 1 = csc?x 1 = csc?x — cot?x

cot’x = csc’x —1
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Recuerda, primero debes considerar si una integral puede ser calculable en for-
ma directa o mediante el método de sustitucion o por partes. Si no fuera el caso,
se debe de recurrir a la sustitucion trigonométrica y no debes olvidar que nuestro
objetivo es eliminar la raiz cuadrada. Por consiguiente, se presentan 3 casos que
a continuacién se describen.

Caso 1. Integrales que contienen un término de la forma v/ a* — x°

Cuando un integrando contiene un término de la forma y/¢* —x* para algin
a > 0, a debe ser mayor que 0 porque representa la hipotenusa del tridngulo.

v/ v/

. ——<fg< — .. ,
Si x = asenB , donde 2~ o< » , entonces puede eliminarse la raiz cuadrada como

se muestra a continuacion:

Va’-x* =\|a’ —(ans‘enB)2 = \/a2 —a’sen’d = \/az(l—,s‘enzB]

Cabe recordar que sen’0+ cos’0 =1; por consiguiente, 1 —sen’0 = cos’0 , de for-

ma que:

\/6}‘2 -xl= \/az —cos’0 zlacosﬂ‘

T<g<?
2

Puesto que para - , tenemos que cosf 20, entonces, se puede suprimir

el valor absoluto y se escribe:

2 2
Na - —x" =a cosl

El tridangulo rectangulo de referencia mostrado a continuacion permite determi-
nar las expresiones de 8 en términos de x.

20



Calculo Integral: Métodos de integracién por cambio de variable trigonométrica y por fracciones parciales

Figura 4

Caso 1:va* — x?

a —X

Fuente: elaboracién propia.

En seguida se presentan algunos ejemplos de este caso para explicarlo mejor.

Calcular [de.

X

Sea x=23senf, en donde —m/2 <0=<m/2. Entonces dx=3cosf dO

y sustituyendo

\/9—3c2 = \/9—9sen29 =\j900526 =3co0s0

(nota que c0s@ =0 porque —7/2 <O <7/ 2) sustituyendo se tiene,

f 9_,)(_ dx:IsCOS?B 3cos@ do
X sen”
~ €50 o lcot?6 db

2

Sen
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Aplicando la identidad csc’@—1=cot’6

= J(csc2 60— 1) de

=—cotd—-60+C

Figura 5

Como esta es una integral indefinida, debemos regresar
a la variable original x. Esto es factible mediante iden-

tidades trigonométricas para expresar ¢ot@ en términos

X
sen 0 =—

3

Fuente: elaboracién propia.

de senf=x/3 o bien trazando un diagrama en que 6
se interpreta como un dngulo de un tridngulo rectangulo.
Ya que sen@=x/3, el cateto opuesto y la hipotenusa
tendrén longitudes X y 3. Con el teorema de Pitagoras,
obtenemos la longitud del cateto adyacente: ﬁ de
modo que podemos leer el valor de cot .

V9 —x?

X

cotf =

(Aunque >0 en el diagrama, esta expresiéon de cot@ es vélida aun cuando
6<0.)

Dado que senf = x/3, tenemos que 6 =sen”’ (x / 3) . Sustituyendo en el resulta-
do anterior de la integral, se obtiene

Ig;?x? dx:—sz—sen‘] [%]4‘(‘
X X

La integral anterior se puede comprobar realizando la derivada de la primitiva

obtenida. A continuacién se presenta la comprobacién

+
dx



Calculo Integral: Métodos de integracién por cambio de variable trigonométrica y por fracciones parciales

Ejemplo: Calcular [ *

N

a —Xx°

Se recomienda utilizar el tridngulo de apoyo, asi como las férmulas de la tabla de sustitu-
cién trigonométrica:

Figura 6 .
| dx
a2 _x2
a Por sustitucion trigonométrica tenemos que:
X '[de=jw-acost9 de
Ja? = 3 acos@
0
T 5 a cos 6
a —x j—-asenQszII-asenQdG
acos
Fuente: elaboracién propia. I 1 «a send d6 = GJSCHQ de

Con la férmula de integracion sen u du= —cos@C , se
tiene
Férmulas:

alsen6 d6=-acosf+C
X=a sen@ , —%SBS%
A partir de la figura de apoyo, se puede obtener la ra-

Obteniendo la diferencial zén trigonométrica y realizar la sustitucion en el resulta-
do anterior
dx=a cos@ d@
CA a’—x’
cosf=—=———
H a
Va* —x* =a cosh
Sustituyendo:
a’—-x’
alsen @ do—acos@+C=-a| ——— |+C
a
a Al
=—=~a’-x*+C
a
X
f dx=—a' -x*+C
a —x
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y

dx

J M Ejemplo: calcular | Va’ —x’
o, 3 x’

Se recomienda utilizar el triangulo de apoyo, asi como las férmulas de la tabla de
Competencias

sustitucion trigonométrica

Figura 7 ‘[Vaz*xz

~

X

dx

Por sustitucion trigonométrica tenemos:

a
X YO e = [ 28Oy cos dB
b a-sen

Simplificando se tiene:

22
a —X
a’ cos’ 6 cos’6 :

J=———do=[—— d8=]cot 6 db

Fuente: elaboracién propia. a‘sen’6 sen
Con la férmula de integracién

x=a senf [cot?’8 df=—cotd—-0+C

Tt

2 2 Con base en el trigangulo se obtiene la razén trigonomé-

trica; se tiene:
Obteniendo la diferencial

cot = CA a’-x’
dx=a cos@ dé S Cco X
Na’—x* =a cos@ 0 =sen” [ﬁ]
a
Donde:
JYEZY = cot@—0+C
X

2 2
a —x af x ,
=—————=sen | — |+C
x a

94
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Ejemplo: calcular |

dx

2 2 2
xNa —x

Se recomienda utilizar el triangulo de apoyo, asi como las férmulas de la tabla de

sustitucion trigonométrica

Figura 8

Fuente: elaboracién propia.

Férmulas:

x=a senBl —

(SR

<<t
2

Obteniendo la diferencial

dx=a cos@ dO

2 2
Na - —x" =a cosl

| dx

2.{.2 2
X Nvdad —X

Por sustitucion trigonométrica tenemos:

i dx

2 2 2
X Va —x

a cos 6
=[=— 6
a“sen @eacosf

de

J a cos 0
a’sen’ @+acosb

Idﬂ 1J-I

w:ékwew
=

a’ sen’@ a’ sen’0
Con la férmula de integracién

I 1
—Jesc?0 df=——cotf+C
a” a

Por tanto, por razén trigonométrica y con base en el tridn-
gulo; se tiene:

CA a’-x’
cotf = =
CO X
Donde
d 2.2
J al =— —cotf+(C=— a - X +C
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Realiza los siguientes ejercicios:

S . WE——

ol 2
i

X
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y

oo WS
s 3 | dx B
2 2
X NV9—x
Competencias
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Calculo Integral: Métodos de integracién por cambio de variable trigonométrica y por fracciones parciales

. P . 2 2
Caso 2. Integrales que contienen un término de la forma Va™ +x".

Cuando un integrando contiene un término de la forma v/ 4* + x* para algina > 0.

. T v/ _ ;
Si x=a tanf , donde —— <0< —, puede eliminarse la raiz cuadrada como se

2

muestra a continuacion:

Va* +x* =\|a’ +(aran9)2 =\a’+d’tan’d = ,|a’ (1 +ra,=ﬁ9]

Cabe recordar que 1+1an’0 = sec’8 ; por tanto:

\/a2 +x2 = \/azseczﬂ = ‘asecﬂ‘

v/ v/
Puesto que para —= <@ <= tenemos que secf 20, entonces
2 2

Na* +x* = a sech

El tridangulo rectangulo de referencia mostrado a continuacion permite determi-
nar las expresiones de 8 en términos de x.

Caso 2: \V Cl2 — Xz

Enseguida presentamos algunos ejemplos de este tipo de sustitucion.
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y

M X dx
. 3 Ja? +x*

Se recomienda utilizar el triangulo de apoyo, asi como las férmulas de la tabla de
Competencias

Ejemplo: calcular |

sustitucion trigonométrica

Figura 9

j e = gy «asec’0 d6
J 0

jatanﬂ «secBdo

a Para poder darle solucién a esta integral nos apoyamos
en la siguiente identidad trigonométrica
secfd=1+tan@, se tiene:

Fuente: elaboracién propia.

af tan 6 « (1+1tan6) d6
Férmulas: al(tan@+ tan*6 ) d6=altan® d6+ alian’6 do

x=a tand Aplicando las férmulas de integracién

donde _ %P <p<” [1an6 do =tanO— @ +C
2 2 Itan@ dﬁ:ln‘secel_’_c

obteniendo |a diferencial a,[tan@ do + a,[tanzﬂ do = a(h?‘sect9|+tan9— 9)+(.'

La integral debe quedar en funcién de x primitiva, por
2
dx=a sec” 6 dO ello se obtiene la razén trigonométrica secf y tané a

Na* +x* =a sech

partir del tridngulo

2 2

a +x°

secl=—=——
a

X
tan@ =—
a

Sustituyendo, se obtiene:

+——tfan

7?:24_1—2 =a| ln A
100
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Calculo Integral: Métodos de integracién por cambio de variable trigonométrica y por fracciones parciales

Ejemplo: calcular [ xv25+x dx

Se recomienda utilizar el triangulo de apoyo, asi como las férmulas de la tabla de

sustitucion trigonométrica

Figura 10

Fuente: elaboracién propia.

Férmulas:

x=5 tanb

donde —EQBSE
2 2

obteniendo la diferencial

dx =5 sec’ 6 d6

a’+x* =5 secO

Ix 25+ x7 dx

Por sustitucion trigonométrica tenemos que:
jx 25+x% dx= JStanQ «SsecBS sec’ @ dO

Realizando un proceso matematico y simplifi-
cando, se tiene:

J'x 25+ X dx=125j’ tan@ « sec’0 do

Integrando por sustitucion:

u=secf

du = sec Gtan@ d6

125I tan@ «sec’d dO =1 25]50039 secOtanf dO
Sustituyendo se tiene:

3

3
: sec@
=125/ 12du = 125%+c= 125%“‘

Obteniendo la razdn secante con base en el
triangulo, se tiene:

ﬁ 25+ x?
A

secl =

a
Donde:

(\/25+x2 ]
Jxv25+x?dx =125 — L

3a

+C
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(16+x2)4
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\ e 2

' : 3 (\39 + X )
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| dx
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Calculo Integral: Métodos de integracién por cambio de variable trigonométrica y por fracciones parciales

Caso 3. Integrales que contienen un término de la forma /x* — g’

Cuando un integrando contiene un término de la forma +/x* — ¢* para algin a > 0.

. < x < 37{ . . ’
Si x=a secO, donde 0=60< 5 V<0< 7 , puede eliminarse la raiz cuadrada
como se muestra a continuacion:

Vxl-a* = J(ansvsle)2 —a’ =\a’sec’0-a* = |a’ (8(3029— 1]

Cabe recordar que tan’ = sec’9—1, por lo tanto:

\/x2 -a*= \/azfanzﬁ = |a!m78|

/4 3r
Puesto que para 0< 8 < D <f< ~ » tenemos que tan 2 0 ; entonces

VX' —d* =a tand

El tridangulo rectangulo de referencia mostrado a continuacion permite determi-
nar las expresiones de 8 en términos de x.

Caso 3:VX* —d’

Enseguida te presentamos algunos ejemplos de este tipo de sustitucion.
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S 3 Ejemplo: calcula [#dx
vx? -8l
Basado en
Se recomienda utilizar el tridngulo de apoyo, asi como las formulas de la tabla de
sustitucion trigonométrica.
Figura 11 j X g
Vx? -8l
Por sustitucion trigonométrica tenemos que:
X
X 9secH
- J——adx=] 9secOtanf d6
0 '\fsz — 81 gtanﬂ
9
Realizando el proceso matematico de simplificacion
sech= — se tiene:
9
Fuente: elaboracién propia. se 2 2]
9-[ Sec d9
Donde, por féormula de integracion, se tiene:
[sec’0 d6 =tanb+C
Férmulas: 9/ sec’® d0=9 tanf+C
Por tanto, por razon trigonométrica y con base en el
x=9 sech . » porraz 'g Icay
triangulo, se tiene:
donde
CO x*-81
T 3T tanf=—=———
0<f<—umT<f<— CA 9
2 2
obteniendo la diferencial Donde:
dx =9sec@tand dé X x=vx*=81+C
x* -8l
x*—=81=9 tand
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Eiemplo: calcula | — 2
jemp O: Calcula 777
x\Vx =9

Se recomienda utilizar el tridngulo de apoyo, asi como las formulas de la tabla de
sustitucion trigonométrica.

Figura 12 ——
x*Vx* -9

Por sustitucion trigonométrica tenemos que:

x i dx ] 3secftand 0
//‘ C-d x*\x? =9 (35ec9)23tan9
3
Realizando un proceso matematico y simplificando
secl = 35 se tiene:
1, d8 1
—|—=—=[cosB db
9 secd 9
Donde, por férmula de integracién, se tiene:
Férmulas:
1
—sen 0+C
x=3 secO 9
donde Por tanto, por razén trigonométrica y con base en el

T - triangulo, se tiene:
0<f<—um<O<—
2 2

CO x>-9
senf=——=
diferenciando H X
dx =3secOtanf d6 Donde:
x*—9 =3 tand IL=L P=9+C

XNx'-9
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Calculo Integral: Métodos de integracién por cambio de variable trigonométrica y por fracciones parciales

Ejercicios adicionales

) J‘ dx
U6+
3 J‘ dx
' Jxt—4x+13
dx
4.

dx

J‘)c“\/x2+3

. Jx3\/a3x2—b2 dx

o

N

J-\/x2+ a’ dx

X

x2
. — d
J‘\/Zx—x2 )

0

J' 2x+1 e

V(4x 2x+1)?

dx

10.
J (x—1)Vx*=3x+2
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Solucién:

e

| M
.*7*““73

1. =ln‘\/ 100+x2+x‘—%+c
X"+ 100

1 X X
2. =—arctan—+———+C
128 4 32(16+x%)

3. Zln‘\/x2—4x+l3+(x—2)‘ +C
Ji+x? 1
4. =ln|——-—| +C
X X

3
5 \/x2+3 _(\/x2+3 j e

9x 3x

3/ 3/
(a*x*+b%) ’ ~ (a*x*+ %) ’ b* N

6. = C
5a* 3at
JxX+a’—a

7. =aln|—— | +Jx’+a’+C

X
1

8. :%arcsen(x—1)—5(x—1)«/2x_x2—2 2x—=x2 +C
4x -2

9 = — +(C

4'_x2_l_x+l
2 4
2x—4

+C

10.= ——
\Jx?=3x42
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3.2 Integracion de funciones racionales mediante
fracciones parciales

En este apartado se presentan métodos para integrar una funcion racional, a partir
de expresarla como una fraccién simple. Para estudiar el método de integracion
de funciones racionales es necesario contar con algunos conocimientos previos
como: el procedimiento de la division larga, descomponer las funciones raciona-
les en fracciones simples y obtener el minimo comdn miltiplo de polinomios.

Recordemos que una funcién polinomial es aquella con la forma
n n-2 2 1 0
P(x) =ax +a _x "+..+tax +ax +ax

donde n pertenece a los nimeros enteros positivos (es decir, no tiene exponen-
tes negativos) y a,, a,, a,...a_ son los coeficientes de la polinomial.

Una fraccién algebraica simple es aquella en la que el numerador y denominador
son expresiones racionales enteras (Lehmann, 2013: 45), por ejemplo:

3 6x-2 x°
x=1, x*+x-1 y 2x-7

Considerando lo anterior, la fraccidon QEX% .enlaque P(-") y Q(x) son polino-
X

miales, se conoce como fraccién simple propia si el grado del polinomio P(X)

es menor que el grado de Q(X) De tal forma que, la funciéon racional propia

H(x): gg% se puede expresar H(x) como una suma de fracciones simples

3x-17
denominadas fracciones parciales. Por ejemplo, si H(x) =

= , se puede
xX°=3x+2

expresar como la suma de dos fracciones parciales, es decir:
Fracciones parciales

4x -7 3 1
x?=3x+2 R =0
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3 1
A partir de lo anterior, se puede escribir la funcién como H(x) =—+

x=1 x=2'
P(x)
O(x)

yor que el grado del denominador Q(x); por ejemplo, la funcién H(x):

Se llama fraccién simple impropia a si el grado del numerador P(X) es ma-

x*=7

x+2

es impropia. Cuando se presenta este caso, es posible dividir P(X) entre Q(x)
por division larga hasta que el grado del numerador P(X) sea menor que el grado
del denominador Q(x) y se obtenga el cociente (1(x) y el residuo (resto), de tal

forma que una funcién racional impropia H(x) se puede expresar como:

(1)

donde (1(x) y R(x) son polinomios también.

x>=7

X+

Consideremos una fraccién impropia M(x) = , se obtiene el cociente y el

resto por medio de la division larga:

x> =7 -3
=x-2+
x+2 x+2

A partir del resultado anterior M(X) se puede escribir como:

-3
M(x)=‘x—2+ P
\
Cociente El residuo es una fraccién propia

Los conceptos y procedimientos anteriores son Utiles para realizar la integral de
una funcién racional impropia. Lo primero es realizar la divisién y obtener un

R(x)
0(x)

polinomio de la forma H(x) = C(x)+ . El siguiente paso es factorizar (sélo
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si es posible) el denominador Q(X); generalmente se factoriza como producto
de factores lineales de la forma gx+ A y factores cuadraticos irreductibles de la

2 2 R(X) i
forma ax’+bx+c. Después se expresa como una suma de fracciones

parciales de la forma Ox
A , Ax+b
———— obiencomo = ————
(ax+b) (axz +bx+c)

Un ejemplo del procedimiento antes descrito se presenta a continuacion:

X 4+5x7+6x+1
x> +5x+6

Calcular [ (x)dx, si w(x)=

En este caso se trata de una fraccién impropia; por tanto, primero se realiza
la division y se obtiene

)= e

Después se factoriza el denominador de la fraccion como
x’ +5x+6=(x+3)(x+2)

A partir de lo anterior, la integral se puede escribir como:

1
deJXdX+J m dx

1
e (x+3)(x+2)

El siguiente paso sera obtener las fracciones parciales para el integrando de

1
I (x+3)(x+2) i

y asi poder concluir el proceso de integracion. Més adelante se mostrara
como obtener las fracciones y la integral.
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Para obtener las fracciones parciales de una fraccion simple, en muchos casos es
necesario obtener el multiplo comun a varios polinomios. Un polinomio que pue-
de dividir a uno o mas polinomios de manera exacta se conoce como multiplo de
esos polinomios. Por ejemplo, para obtener un multiplo comin para las expre-
siones x?+5x+6, x’+x-6y x*—4x-21, lo que se puede hacer es factorizar
cada una de ellas de la siguiente manera:

X’ +5x+6= (x+2)( 3)
X +x—6= ( )( 3) Factor comun
X*—4x-21= (x=7)(x+3

)
)

vide de manera exacta a cada expresion; por lo tanto, se le denomina comun

Como se puede observar, el factor (X+3 es comun a los tres polinomios y di-

multiplo. Dos o més polinomios pueden tener mas de un mdltiplo comun, pero
al multiplo comdn que sea de menor grado, se le llama minimo comin multiplo
de dichos polinomios y se puede abreviar como mem.

Por ejemplo, el minimo comun multiplo de los denominadores de las fracciones

1 1 B
x+4, x-2 y (x—2)2 es (x+4)(x—2)2, porque esa expresion se puede

dividir de manera exacta por cada uno de los denominadores. Hay que aclarar
que existen otros multiplos comunes a los denominadores, pero el anterior es
el minimo.

A continuacién, se explican los cuatro casos posibles de fracciones parciales.

3.2.1 Factores lineales distintos

Caso I. El denominador Q(x) es un producto de factores lineales distintos

R(x)

Si el denominador Q(x) de la fraccion Q(x), se puede factorizar como el pro-

ducto de factores lineales no repetidos (y no multiplos) de la forma

Q(x) = (a]x+ b, )(azx +b, )+ et (akx +b, )
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Existe un teorema de fracciones parciales que establece que para cualquier frac-

cién propia reducida a su minima expresién, para cada factor lineal (& +p que

aparezca una sola vez como factor del denominador, corresponde a una fraccién

parcial de la forma A , donde A # 0y es una constante (Lehmann 2013: 278).
ax+b

A partir del teorema anterior y de acuerdo con Stewart (2012: 486), se tiene que

R(x) 4 4, 4,
=t ——2—F +—E— 2
Q(x) ax+b ax+b, ax+b,
Si se facilita esto, las constantes 4, 4,, ... A, pueden ser sustituidas por 4,

B, C, entre otras.

En seguida se presentan algunos ejemplos donde se muestra como determinar
las constantes para este primer caso.

i 4x* +11x-24

x=x"-12x

Ejemplo: calcular dx

Existen dos métodos para determinar las constantes de la ecuacion (2).

Método 1
Al observar el integrando, se determina que se trata de una fraccion pro-
pia, ya que el grado del numerador es menor que el grado del denomina-
dor; por tanto, no es necesario dividir, asi que se factoriza el denominador

xs—x2—12x=x(x2—x—12)
X —=x*-12x= x(x—4)(x+3)

Como el denominador tiene tres factores lineales diferentes, el integrando
se puede escribir de la forma de la ecuacién (2)

4x2+llx—24_£ B N C

xX*=x-12x x x—-4 x+3

Para determinar los valores de las constantes 4, B y (', necesitamos
tres ecuaciones independientes que las relacionen; por ello multiplica-
mos ambos miembros de la ecuacién por el minimo comin denominador
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x(x—4)(x+3)

x=x*=12x x x—4 x+43

[w]x(x—4)(x+3):[é+ ) S

Simplificando se obtiene

4] lx—24:[A X (x—x4)(x+3)+ Bx(x;é_l)ix+3)+ Cx(x;j)ix+3)]

4x? +11x—24 = A(x—4)(x+3)+ Bx(x+3)+ Cx(x-4)

Se desarrolla el lado derecho de la ecuacién anterior y se escribe como el
polinomio de x

4’ +11x—-24=(A+B+C)x’ +(-A+3B-4C)x—124

La ecuacién anterior es una identidad donde los coeficientes de las po-
tencias correspondientes de x deben ser iguales; se procede a igualar los
coeficientes obteniendo un sistema de ecuaciones

4= A+B+C
11=—A+3B-4C

—24=-124

Se realiza la solucion de este sistema obteniendo 4A=2, B=3y (=-1
con estos valores se puede escribir la integral con fracciones parciales

I4x*+11x—?_4dxzj[g+ 3, -l ]dx

X =-x"-12x x x—4 x+3

y se procede a integrar el lado derecho

3
x—4

4x* +11x-24

X =x"-12x

dx:fgdx+j dx+j_—1dx
X x+3
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La solucién de la integral es

I4x2+11x—24

X =x"-12x

dx =2In

x|+ 3.’17‘x - 4‘ - /;7|x - 3‘ +C

Método 2
Se mostrard un método alternativo para encontrar las constantes del ejem-
plo anterior. Primero se factoriza el denominador tal como en el método
1y se proponen las fracciones parciales para el integrando de la siguiente
forma

4x2+11x—24_£ B N C
xX*=x>-12x x x—-4 x+3

Para este método, la ecuacién anterior es vélida para todos los valores de
X, excepto tal vez para X =0, X =4, y X = -3 que son los valores donde
los denominadores de las fracciones parciales se anulan. Hay que tener en
cuenta que como son tres constantes se requiere 3 valores para equis.

Continuando con los mismos pasos que en el método 1 se obtiene la identidad.
4x° +11x—24= A(x—4)(x+3)+ Bx(x+3)+ Cx(x - 4)

Existe un corolario que indica que la identidad anterior es valida para
todos los valores de x incluyendo 0, 4 y =3, asi que en la identidad
anterior si se pueden emplear los valores excluidos anteriormente,
pues ya no existe la divisién entre cero como en el caso de la ecuacién
4x* +11x-24 _é B N C , (Lehmann, 2013).

xX*=x>-12x x x—-4 x+3

Para determinar las constantes, sustituimos en la identidad los valores de x = 0,
X =4, y Xx=-3, que fueron excluidos, pues con cada una de estas sustituciones
eliminamos todas las constantes con excepcién de una.

Otra forma de encontrar los valores de las constantes, de acuerdo con Le-
hmann (2013), es usar valores sencillos para x, por ejemplo x=0, x=1,
x=-1,x=2, x=-2, x=3, x=-3, entre otros, ya que, al sustituirlos en
laidentidad 4x* +11x—24= A(x —4)(x+3)+ Bx(x+3) + ('x(x— 4) , se ob-
tiene un sistema de ecuaciones que permiten obtener los valores buscados.
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En seguida se muestran las sustituciones:

4(0)2 +11(0)-24= 4(0-4)(0+3)+ B(0)(0+3)+C(0)(0-4)
24=-124= A=2

Para x=4;
4(4)2+11(4)—24:A(4—4)(4+3)+B(4)(4+3)+C(4)(4—4)
84=288 = B=3

Para x =-3;

4(—3)2 +11(-3)-24 = A4(-3-4)(-3+3)+ B(-3)(-3+3)+ C(-3)(-3-4)
21=21C = C=-1

Conlasconstantes 4=2, B=3y (" =-1 se completan las fracciones parciales

4x2+11x—24_3 3 N -1
xX*=x>-12x x x-4 x+3

Sustituyendo en el integrando de la misma manera que en el primer méto-
do, se simplifica el célculo de la integral

I4x*+11x—?_4dxzj[g+ 3, -l ]dx

X =-x"-12x x x—4 x+3

Se procede a integrar el lado derecho

4x* +11x-24

X =x"-12x

3
x—4

dx:fgdx+j dx+j_—1dx
X x+3

El resultado es

4x* +11x-24

3 2

dx = ZIHM Kt 3ln‘x —4] - !n|x +3|+ C
x'—x"—-12x

118



Calculo Integral: Métodos de integracién por cambio de variable trigonométrica y por fracciones parciales

Se recomienda comprobar el resultado de las integrales derivando y realizando
las operaciones para obtener el integrando. Como ejemplo, para el resultado
anterior, se procede a comprobar derivando
d d
-4) —(x+3)

x
i(2:’!’1|x‘+3!!'1|x—4‘—!n|x+3|+(”):21+3 dx _dx +0
dx x x—4 x+3

i(ﬂn]x‘ + 3!}?‘1’ - 4‘ - !n‘x RE 3| + (') — 2 +—
dx -

Se realizan las operaciones de fracciones y se obtiene el integrando

2,03 1 _ 4’412
x x—4 x+3 xX*-x*-12x

Con lo cual se comprueba que la integral es correcta.

i 2x° —10x> +13x +1

~ dx
X —5x+6

Ejemplo: calcular

Método 1
En este caso se trata de una fraccién impropia, ya que el grado del nu-
merador es mayor que el grado del denominador; por tanto, es necesario
dividir hasta que el grado del numerador sea menor

2x

x> =5x+6 2x°=10x* +13x+1

2x>+10x* —12x
x+1

El integrando se puede escribir como

2x°=10x" +13x+1 x+1
=

x> =5x+6 x2=5x+6
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Y la integral se escribe como

3 2
f 2x !Ox +l3x+ldx: JZxdx+ j 7x+1 dx
x —5x+6 X —=5x+6

La primera integral del lado derecho se puede integrar directamente vy,
para la segunda, se factoriza el denominador x* —5x+6 =(x—3)(x—2) y
se proponen las fracciones parciales para la fracciéon

x+1 B A N B
x*=5x+6 x-3 x-2

Para determinar los valores de las constantes 4 y B se requiere relacio-
narlas con dos ecuaciones independientes; multiplicamos ambos miem-
bros de la ecuacién por el minimo comin denominador (x—3)(x—2)
para obtener

[LJ(x_g)(x_z):[%+ i )(x-3)(x-z).

x> =5x+6

Simplificando

x+1:[A(x_3)£x_2) B(x—3)(x—2)}

Se obtiene

x+1= A(x—2)+ B(x—S)

al desarrollar el lado derecho de la ecuacién anterior y escribirlo como po-
linomio de X

x+1=(A4+B)x-24-3B

A partir de la ecuacién anterior se igualan coeficientes y se obtiene
un sistema de ecuaciones

1= A+B
1=-24-3B
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Se realiza la solucién de este sistema y se obtiene A=4, y B=-3, asi que
la integral se puede escribir con fracciones parciales

J- 2x'—}0x‘+l3x+ldx:“- 2xdx+f 4 N -3 Jx
x —5x+6 x—-3 x-2

y se procede a integrar el lado derecho

i 2x°—10x" +13x+1
x> =5x+6

dx=[2xdx+] g dx+] = dx
x—3 x—2

El resultado es

i 2x°—10x* +13x +1

- dx = x* +4!n‘x—3|—3fn‘x—2[+(”
X" —=5x+6

Método 2
Las mismas fracciones se pueden obtener por el método alternativo. Pro-
poniendo las fracciones parciales de la misma forma, se obtiene la ecuacién

x+1 B A N B
x*=5x+6 x-3 x-2

La ecuacion anterior es vélida para todos los valores de x , excepto tal vez
para x=3 y x=2 que son los valores donde los denominadores de las
fracciones parciales se anulan.

Continuando con los mismos pasos que en el método anterior, se obtiene
la identidad x+1= A(x— 2)+ B(x - 3) y en ella se sustituyen los valores.

Para determinar las constantes sustituimos los valoresde x=3 y x=2

Para x=3: 3+1=4(3-2)+B(3-3)

A=4
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Para x=2; 2+1=A4(2-2)+B(2-3)
B=-3
De acuerdo con lo anterior, las fracciones parciales son
)

x—=3 x-2

Con las fracciones anteriores se puede obtener la misma integral y la misma
solucién que en el método 1.

i X —6x"+5x+1

Ejemplo: calcular -
xX“=6x+5

dx

Método 1
En este caso se trata de una fraccion impropia, ya que el grado del numerador
es mayor que el grado del denominador; por lo tanto, es necesario dividir
hasta que el grado del numerador sea menor que el grado del denominador

X —6x"+5x+1 1
2 :X+-’—
X —6x+5 X —6x+5

Con el resultado anterior se puede escribir la integral como

3 2
J' X 76)(' +5x+ldx _ _[xdx+ j,); dx
X —6x+5 X —6x+5

Se factoriza el denominador x —6x+5=(x—5)(x—l) y se proponen las
fracciones parciales

1 A4 N B
XX —6x+5 x=5 x-—1

Para determinar los valores de las constantes 4 y B se requieren dos
ecuaciones independientes; multiplicamos ambos miembros de la ecua-
cion por el minimo comdn denominador (x—S)(x— 1)
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x=5 x-1

(s == 25422 -9

Simplificando se obtiene

l:[A(x—S)(x—l) B(x-5)(x-1) }

+
x—5 x—1

1=A(x—1)+B(x-5)

al desarrollar el lado derecho de la ecuacién anterior y escribirlo como
polinomio de x

1=(A+B)x-A-5B

Igualando coeficientes, se obtiene un sistema de ecuaciones

0= A+B
1=—A4A-5B
1 -1
Solucionando el sistema, se obtiene 4 = Z y B= T, asi que la integral se

puede escribir como

1
dx =dex+] i+i dx
x-5 1

' —6x’+5x+1
x> —6x+5

Y se procede a integrar el lado derecho
1 -1

3 2
j X 76x +Sx+1dx =] xdx+[—3—dx+[—2—dx
X —6x+5 X=35 x-1

Solucién:

2

| x° ;Pf;—;frxs"‘ldx :%+%ln‘x—5|—%:’n|x—1|+(*
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Método 2

En seguida se muestra la forma de obtener las mismas fracciones parciales
por el método alternativo. Se realiza la division larga y se proponen las frac-

ciones parciales de la misma manera 1 _ 4 n By después
x’=6x+5 x-5 x-1

se multiplica por el minimo comin denominador y se obtiene la identidad
1=A(x—1)+B(x-5)

Para determinar las constantes 4 y B sustituimos dos valores sencillos para
X, por ejemplo x=—1,y x=3, aunque en este caso es conveniente elegir
los valores x =1y x =35, ya que simplifica los calculos de la siguiente forma:

Para x=1,; 1=A(1—I)+B(1—S)

-1
1=—4B = B=—
4

Para x=35; 1=A4(5-1)+B(5-5)
a=1
4

Con el valor de las constantes, las fracciones parciales se escriben como

1 -1
: I _ 4 _ 4
X —6x+5 x-5 x-1

Con las fracciones anteriores se puede obtener la misma integral y solucién
que en el método 1.
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Ejercicio

Resolver el siguiente ejercicio. Se recomienda derivar para comprobar el resultado.
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y

3.2.2 Factores lineales repetidos

L

+—3
Basadoen Caso Il. El denominador Q(x) es un producto de factores lineales, algunos de
C tenci i

ompetencias IOS cua|e$ se rep|ten.

R(x)
O(x)

torizar y uno de los factores es lineal (ax+5) vy, se repite M veces, es decir

Si en una funcién racional , en la que denominador Q(x) se puede fac-

(ax +b )’”; entonces la ecuacién (2) se puede escribir como
1 1

R(x) 4 A A

1 1 m

Q(x) ) ax+b (.ﬂflx+.~’31 )2 (a1x+bl)m )

Si se facilita, las constantes A A, , .. A, pueden ser sustituidas por A B, C,
entre otras.

Por ejemplo, se puede escribir para la fraccién

x’-4x*+2x-1_ A B C D E
= =+ —+ -
x? (x—S)" xoxT x=3 (x—S)h (x—S)J

\ 7

Factores lineales repetidos

También puede presentarse una fraccion como

(o)1)

-1 A B C
1 1

Tx—=6 (x—1) (x=1)
VA

Factores lineales repetidos

En seguida se presentan algunos ejemplos para explicar con mas detalle este
segundo caso.

126



Calculo Integral: Métodos de integracién por cambio de variable trigonométrica y por fracciones parciales

2
Ejemplo: calcular | x +5
x’=8x* +16x
Al igual que en el caso anterior existen dos métodos para determinar las cons-

tantes de la ecuacién (3).

Método 1
En este caso se trata de una fraccién propia, ya que el grado del numerador
es menor que el grado del denominador; por tanto, no es necesario dividir,
asi que directamente se factorizar el denominador

X3—8X2+16X=X(X2 —8x+16)
x—8x*+16x= x(x—4)(x—4)

El denominador tiene tres factores lineales y dos de ellos se repiten; por
lo tanto el integrando se puede escribir como la forma de la ecuacién (2) y
(3), donde una de las fracciones corresponde al caso uno y las otras dos al
segundo caso

x*+5 A B C

S el T + 2
x'=8x"+l6x x x—4 (x—4)"

Para determinar los valores de las constantes 4, B y (', necesitamos tres

ecuaciones independientes que las relacionen; multiplicamos ambos miem-
2

bros de la ecuacién por el minimo comin denominador x(x—4)

*+5 > | A B C 2
(ﬁ}x(x—ﬂ = —+ + x(x—4)

Simplificando se obtiene

2

A x (x—4)2 N Bx(x—4) ('x(,ur—-ét)2
X x—4 (x—4]_

x*45=

x? +S:A(x—4)2 +Bx(x—4)+(“x

127



Universidad Auténoma del Estado de México e Nivel Medio Superior

y

Al desarrollar el lado derecho de la ecuacién anterior y escribirlo como
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X’ +0x+5=(A+B)x’ +(-84-4B+C)x+164

A partir de la identidad anterior se plantea un sistema de ecuaciones

1= A+B
0=-84-4B+C
5=164
5 11
La soluciéon de este sistema proporciona los valores A:E' B:E y
(,:2; con ellos la integral se puede escribir como
4
ERN VR
}x—:S dx:jm_l_lﬁ_i_ 42dx
x —8x" +16x x x—4 (x—4)
Integrando el lado derecho
5 11 21
#dx=]mdx+J 16 de+] 4 2dx
x —=8x"+16x X x—4 (x—4)
se obtiene
2 5 _
#dx:—hrx‘+£[n|x—4‘+ 21 +C
x'-8x’+16x 16 16 4(x-4)
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Método 2
Al igual que en los casos anteriores, se puede emplear el método alterna-
tivo para encontrar las constantes de la ecuacién

x*+5 A B C
- =—+ +
x’=8x"+16x x x-—4 (x—4)

En esta ocasién, debido al factor lineal repetido, no es posible obtener in-
mediatamente las constantes A4, B y (. Primero se sustituyen dos valores
sencillos x=0 y x=4, que son los valores donde los denominadores de
las fracciones parciales se anulan.

Continuando con los mismos pasos que en el método 1 se obtiene la identidad
x'+5= A(x—4)2 s Bx(x—4)+(“x

Para determinar las constantes, sustituimos los valoresde x=0 y x=4 en
la identidad anterior

Para x=0;  (0) +5=4(0-4) +B(0)(0-4)+C(0)

5
5=164 = A=—
16

Para x=4;  (4) +5=A(4—4) + B(4)(4-4)+C(4)

21
21=4C = C(C==
4

Se observa que no existe un valor ¥ que pueda sustituirse y que elimine
simultdneamente a 4 y (', y obtenera B. Lo que se hace en este caso es
usar los valores ya obtenidos de 4 y (7, y algun valor sencillo de x como
x =1,y con ello se obtiene el valorde B .

5 . 21 2 5 2 21
Para A=—-, C=""y x=0; (1) +5:E(1_4) +B(1)(1—4)+?(1)

45 21 11
6=—-3B+— = B=—
16 4 16
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Ya con los valores de las constantes se puede escribir la integral con
fracciones parciales

5 uo2
?X;FS dx =] 16,16 . 4 _ |dx
x —8x" +16x x x—4 (x—4)_

Integrando, se obtiene la misma solucién que con el primer método.

Ejemplo: calcular | (){Jjﬁdx

Debido a que este ejemplo es similar al anterior, se omitira la explicacion deta-
llada de cada paso.

Método 1
En este caso el integrando es una fraccion propia, ya que el grado del nu-
merador es menor que el grado del denominador y éste tiene tres factores
lineales y dos de ellos se repiten. Para el integrando se propone con una
fraccion correspondiente al caso uno y dos fracciones correspondientes al
caso dos

x’ =1 _ A N B N C
(.Jr+4)(x—2)2 x+4 x-2 (35—2)2

Multiplicando ambos miembros de la ecuacién por el minimo comdn deno-
. 2
minador (x+ 4)()(— 2)

i x+4 x—22= = + B + & =~ [(x+4 x—22
(x+4)(x—2)’( Jx-2) x+4 x=2 " (x_o) (x+4)(x-2)
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Simplificando se obtiene

A (x+4)(;\’—2)2 . .~’5’(;\’+4)(3c—2)2 N (.‘(;\’+4)(x—2)2

x:=-1= ~
x+4 x—2 (x—2)_

x'—1= A(x 2) +B(x+4)(x—2)+(‘(x+4)

Al desarrollar el lado derecho de la ecuacién anterior y escribirlo como
polinomio de x

X’ +0x—1=(A+B)x’ +(-44+2B+C)x+44-8B+4C
A partir de la identidad se puede plantear un sistema de ecuaciones

1= A+B
0=—44+2B+C

—1=44-8B+4C
7 o
Solucionando el sistema se obtiene AZE, BZE y C :5 . Con las
constantes se puede escribir la integral
s 7 1
fx—_lzdx=J‘ 12+12+22dx
(x+4)(x—2) x+4 x-2 (x—2)
Integrando el lado derecho
5 7 1
fx—_l dx =] 12 dx+] 12 dx+ | —=—dx
(x+4)(x—2) x+4 x=2 (x—Z)”
Se obtiene
xt -1 1
f dx:—!n|x+4‘+ fn‘x 2| +C

(x+4)(x 2)2 ﬂ
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Método 2
Al igual que en los ejemplos anteriores, se proponen las fracciones parcia-
les para el integrando y se simplifica hasta llegar a la identidad

x'—1= A(x—Z)z+B(x+4)(x—2)+(‘(x+4)
Como se tiene un factor repetido, no es posible obtener inmediatamente
las constantes 4, B y C, pero se pueden sustituir los valores sencillos
x =0,y en este caso conviene x =2 y x =—4,
Para x=0; 0> —1= 4(0-2) + B(0+4)(0-2)+C(0+4)
-1=44-8B+4C
Para x=2;  (2) —1=4(2-2) +B(2+4)(2-2)+C(2+4)

1
SR
2

2

Para x=—4: (—4)2—1:A(—4—2) +B(-4+4)(-4-2)+C(—4+4)

5
15=364 = A=—
12
Resolviendo las ecuaciones anteriores, se tiene que

Sustituyendo las constantes en la integral

5 7 1
J-X_—_lzdx =J-de+j 12 dx+] 2 2a’x
(x+4)(x—2) x+4 x=2 (x—Z)

Al resolver la integral se obtiene la misma solucién que con el método anterior.
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Ejemplo: calcularf wdx
J((Jr—l)3

Debido a que este ejemplo es similar al anterior, se omitira la explicacion deta-
llada de cada paso.

Método 1
El denominador tiene cuatro factores lineales y tres de ellos se repiten; el
integrando se propone como una fraccion correspondiente al caso uno y
tres fracciones correspondientes al caso dos.

3x’—8x*+10 A4 B C D
=l —+ -
x(x—l)' x x-1 (x—l)“ (x—l)'

Multiplicando ambos miembros de la ecuacion por el minimo comdn deno-
3
minador x(x— l)

3x3—8x2t10 x(x_l)?': A+ B C + D : x(x_l)?'
x(x—l)'

Simplificando se obtiene
3x* —8x* +10= A(x—1) + Br(x—1) + Cx(x 1)+ Dx

Al desarrollar el lado derecho de la ecuacién anterior y escribirlo como po-
linomio de x

3¢’ =8x* +10=(A+ B)x +(-34-2B+C)x’ +(34+ B—C+D)x— 4

Igualando coeficientes de las potencias correspondientes de X, se obtie-
ne un sistema de ecuaciones

3= A+8B
—8=-34-2B+C

0=34+B-C+D
10=—4
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Se realiza la solucidn del sistema y se obtiene 4=-10, B=13, C=-12y

D =35, asi que la integral se puede escribir con fracciones parciales:

W=

dx =] —+—+—+ - |dx
x

x=1 (.Jr—l)2 (x—l)'

I_7,,ac-"‘—8x3+10

.Jr(x—l)3

3 2
f—3x Sx -i;lde :Jﬂdx+J 13 dx+] lz,dx+] ~dx
x(x—l)' u x—1 x—1) x—l)'
Integrando el lado derecho se obtiene
3 2
| wdx:—IOK}I‘x‘+13!n]x—1‘+ 2 0 +C

1
x(x—l)3 (x—l) 2(3’—1)2

Método 2
Al igual que en los ejemplos anteriores, se proponen las fracciones parciales para
el integrando y se desarrolla hasta llegar a la identidad

3x°—8x*+10= A(x—1)3+8x(x—1)2+(‘x(x—l)+Dx

Para encontrar el valor de las constantes 4, B, C>y D, se emplean valores
sencillos para x.

Como se tiene un factor repetido, no es posible obtener inmediatamente
las constantes 4, B, C'y D, pero se pueden sustituir los valores sencillos
x=0, x=-1, x=2 y en este caso conviene x =1, porque permite obte-
ner directamente una de las constantes.

Para x=0;
3(0) -8(0) +10=4(0-1) + B(0)(0-1)" +C(0)(0-1)+ D(0)
10=—4 = A=-10
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Para X = 1;
3(1) -8(1) +10= 4(1-1) + B(1)(1-1) + C(1)(1-1)+ D(1)

5=D

Para x=-1;
3(-1) =8(=1) +10= A(-1-1) + B(<1)(-1-1) + C(-1)(=1-1)+ D(-1)
~1=-84-4B+2C-D

3(2) -8(2) +10= 4(2-1) + B(2)(2-1) +C(2)(2-1)+ D(2)
2=A+2B+2C+2D

A partir de sustituir los valores obtenidos de 4 y 1), en las ecuaciones
anteriores se obtiene el sistema

—4B+2C=-76
2B+2C=2

Resolviendo el sistema, 4=-10, B=13, C=-12 y D =5; asi que la inte-
gral se puede escribir con fracciones parciales

3 —8x2+10 -10 13 -12 5
j%dx =] +

x(x—l)' = J"c_l%r(;\'—l)2 (x—l)3

Al resolver la integral se obtiene la misma solucién que con el método anterior.
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y

-~ M Ejercicio
3
w—— Resolver lo siguiente. Se recomienda derivar para comprobar el resultado.
1
[
x (x—4)
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3.2.3 Factores cuadréticos distintos

Caso lll. El denominador (J(x ) contiene factores cuadréticos irreductibles, de

los cuales ninguno se repite.

R(x)

Si en una funcién racional Q(x) . en la que denominador J(x) se puede factori-

zar, aparecen factores de la forma ax* +bx + ¢, por lo que las fracciones parciales
para la funcién racional podran tener la forma de las ecuaciones (2) y (3) y, tam-
bién, una fracciéon de la forma

Ax+ B
ax’* +bx+c

(4)

Si ademas de los factores cuadraticos aparecen factores lineales repetidos o no,
las constantes para esas fracciones seran obtenidas por alguno de los métodos
de los casos anteriores.

En este tercer caso de fracciones parciales y en el siguiente debe tenerse mucho
cuidado de que los factores cuadraticos que aparezcan en el denominador sean
irreductibles, es decir, que no puedan factorizarse en dos factores lineales. Para
saber si un factor cuadratico de la forma ax® + bx+ ¢ es reductible o no, debe
analizarse con la expresién b —4ac . Si se cumple que:

P —4ac<0 el factor de la forma ax’ + bx + ¢ seréd no reductible

b —4dac >0 el factor de la forma ax? + bx + ¢ sera reductible

En el caso de que un factor sea reductible (factorizable) y no se factorice, es decir,
se trate como un factor irreductible, el resultado obtenido de fracciones parciales

sera incompleto.
Ax+ B

Cada uno de los términos de la fraccion ax® + bx + ¢ puede integrarse utilizando
una sustitucion o completando el cuadrado.

A continuacién se explica este tercer caso con algunos ejemplos.
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x+3

Ejemplo: calcular J de

Del integrando se puede observar que se tiene un factor lineal y uno cuadratico.
Primero hay que comprobar que el factor cuadratico sea irreductible; para ello
debe cumplir con la condicion A* —4ac < 0 . Tomando los coeficientes del factor
cuadratico a=1, =0y ¢=6 y sustituyéndolos en la condicion, se tiene que
0’ - 4(1)(6) <0, por lo que es irreductible, entonces se procede a la descompo-
sicion en fracciones parciales del integrando. Para el factor lineal se propone una
fraccion del tipo (2) y para el factor cuadratico una fraccion correspondiente con
la fraccion (4). Como en los casos anteriores, existen dos métodos para encontrar
las constantes:

Método 1
x+3 A Bx+C

(,:r—l)(x2 +6) - x—1+ x'+6

Aligual que en los casos anteriores, para determinar los valores de las cons-
tantes 4, B y (', necesitamos tres ecuaciones independientes que las re-
lacionen; por lo anterior, multiplicamos ambos de miembros de la ecuacién
por el minimo comin denominador (x— 1)(3;2 +6)

x—=1 x*+6

x+3 ’4+6)= = +Bx+(‘ x—1)(x*+6
(1)< +6) (x=1)(x*+6) { ]( )(x*+6)
Simplificando
A(x—l)(x2+6) (Bx+(‘)(x—1)(x2+6)

xX+3= + .
x—1 X +6

x+3=A(x’ +6)+(Bx+(')(x—l)

Al desarrollar el lado derecho de la ecuacién anterior y escribirlo como po-
linomio de x

0x’ +x+3=(A+ B’)x2 +(—B+ (‘)x+6A— C
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La ecuacién anterior es una identidad donde los coeficientes de las poten-
cias correspondientes de X deben ser iguales; asi se obtiene un sistema de

ecuaciones
0= A+B
1=-B+C
3=64-C
4 4 3
De la solucién del sistema resulta 4= ? B= —; y C= ;; con estos valo-
res se escribe la integral
4 4 .3
. A o
J—2XF° gy =f| L4—L T |a
(x—l)(x~+6) x=1 x*+6
Integrando el lado derecho
4 4 3
X+

x+3 (7 _? 7
j-(,)c—l)(.>(2+6)dx_JJ‘C—lc‘fXJFI X’ +6 dx

El resultado es

x+3

—4x—3

La integral | —L—— dx se obtuvo separando la integral en dos integrales

2

dx:ifn‘x—l‘ +_—2!n
7 7

X+ 6‘ + i arctan—=+C
76 J6

como sigue:

4

J ﬁ16 dx se calcula con el cambio de variable #=x’+6 y du=2xdx
e

dx 1 X

= dx se calcula con | ——— =—arc tan=+C
X +6 X' +a a a
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Método 2

Como en los ejemplos anteriores, se pueden generar las constantes con un
método alternativo. Primero se proponen las fracciones parciales para el
integrando y se obtiene la ecuacién

x+3 A Bx+C

(x—l)(x2+6) x—1+ x’+6

En este caso se emplean valores sencillos para X, por ejemplo x =0, x =1, x

= —1 6 x = 2. Se tienen tres constantes, por lo que se van a usar solo tres va-

lores sencillos para obtener tres ecuaciones independientes que relacionen

las constantes.

Continuando con los mismos pasos que en el método 1 se obtiene la identidad
x+3=A(x’ +6)+(Bx+(')(x— l)

Para determinar las constantes, sustituimos los valores sencillos:

Para x=0. 0+3= A(0’ +6)+(B(o)+(‘)(0— 1)

3=64-C

Para x=1; 1+3= A((1) +6)+(B(1)+C)(1-1)

Para ¥=—1; ~1+3= A((~1) +6)+(B(~1)+C)(-1-1)

2=T7A+2B-2C

Agrupando las ecuaciones anteriores en un sistema

3=64-C
4

_:A

7

4=74+2B-2C
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4 4 3

Se resuelve el sistema y se obtiene A=—, B:_7 y (12;, asi que la

integral se puede escribir con fracciones parciales como

4 4 3
fx—+3dx =f E +_;x+5 dx
(x—l)(x2+6) x—1 x°+6

Integrando el lado derecho, se obtiene el mismo resultado.

3x*+2x-2

JHrZ)(x2 +x+4)dx

Ejemplo: calcular J (

Del integrando se puede observar que el denominador tiene un factor lineal y
uno cuadritico irreductible que cumple la condicién 17 — 4(])(4) <0. Se procede
a la descomposicién en fracciones parciales. Para el factor lineal se propone una
fraccion del tipo (2) y para el factor cuadrético una fraccion correspondiente con

la fraccidn (4).

Método 1

3x*+2x-2 _ A . Bx+C
(x+2)(x3+x+4) x+2 x*+x+4

Procedemos de la misma manera que en el ejemplo anterior, multiplicando
ambos miembros de la ecuacion por el minimo comdn denominador

(x+2)(x2 +x+4)

A Bx+C

3" +2x-2 ) (x+2)(x2+x+4)=(x+2+x2+x+4 ) (x+2)(x2+x+4

(x+2)(x2+x+4

Simplificando se obtiene

3x? +2x-2= A(x+2)(x2+x+4)+(Bx+(1)(f+2)(x2 +x+4)
e Cx+4

3x*+2x-2= A(x2+x+4)+(8x+(')(x+2)
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y

Al desarrollar el lado derecho de la ecuacién anterior y escribirlo como

e 3 polinomio de x

3x2+2x—2=(A+B)x2+(A+28+(.‘)x+414+2(.'

Igualando coeficientes se obtiene el sistema de ecuaciones

3= A+B
2=A+2B+C
—2=44+2C

Solucionando el sistema se obtiene 4=1, B=2 y C =-3, asi que la inte-
gral se puede escribir con fracciones parciales

3x%+2x-2 o 1 2x-3
I (x+2)(x2 +x+4)dx _I[x+2+x2 +x+4de

y se procede a integrar el lado derecho

J' 3x"+2x-2 dx :j 1 dx+j . 2x dx+j . -3 dx
(x+2)(x2+x+4) x+2 ¥ +x+4 X +x+4

El resultado es

3x? +2x-2
(.\‘ + 2](.\‘2 +x+ 4)

dx = :’r.r|x+ 2| +In

1Y 15
X+—| +—

Sumando términos semejantes.

3x*+2x-2
| dx =
(x+2)(x2+x+4)
1Y 15| 8 2[x+%}
nlx+2|+n| x+—| +—|—-—arctan———=+C
e g | oo
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2x
Para la integral sz +x+4 dx, se completa el trinomio cuadrado perfec-

to en el denominador

I 2x - J 2x

1 1 5 dx
XX +x+—+4-—= 1 LS
+— | +
4 4 [x 4] 4

despuésse realiza un primer cambio devariablecon u=x+1/2; x=u—1/2
y du=dx, con lo que se obtiene

2 2u—1
| x, dx=] u du
1) 15 IR
X+ | + o
4
Esta dltima integral se separa en dos més
2u—1 2
j=- du=]—"— dqu-] du
, 15 , 15 » 15
U+ u-
4 4 4
2u &
/
Para = , N 15 , se realiza un segundo cambiot=u?+15/4y dt = 2du
4
Con lo que se obtiene
2u 1
du=)-dt
== =]
u +
4

Se realiza la integracion y después se hacen las sustituciones pertinentes
para cada variable y asf volver a la variable X . De esa forma se llega al resul-

tado presentado.
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Método 2

Es un procedimiento semejante al que se aplicé en los ejemplos anteriores,
por lo que se omitira la explicaciéon detallada de cada paso. Se proponen
las fracciones parciales para el integrando, para después multiplicar por el
comun denominador y llegar a la identidad

x+3=A(x’ +6)+(Bx+(')(x—l)

Usando x=-2 , porque anula uno de los factores y los valores sencillos
x=0yx=1I.

Para x=0; qof+2Uﬂ—2=A“of+un+4%{ﬁun+cﬂo+ﬂ

—2=44+2C

Pmax=1;qg’+4Q—2:A“Q3%g+4%{30p{jﬁ+ﬂ
3=64+3B+3C
Pmaxz—2ﬁf€f+202)—2=A“—ﬂ7+t2}+ﬂ+(8t2)+Cﬂ—2+ﬂ
6=64

Con las sustituciones anteriores se obtiene un sistema de ecuaciones

—2=44+2C
3=6A4A+3B+3C
6=64

Se resuelve el sistema y se obtiene A=1, B=2 y ("=-3, asi que la inte-
gral se puede escribir con fracciones parciales como

f 3x‘+?x—2 dx =] dx+] - 2x dx+] - -3 dx
(x+2)(x“+x+4) x+2 x> +x+4 x> +x+4

Integrando el lado derecho, se obtiene el mismo resultado.
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Ejemplo: calcular | ﬂdx

(x— 2)(x2 +4)

Primero se comprueba que el factor cuadratico sea irreductible con
0’ —4(1)(4) <0 ; como resulta menor que cero, es irreductible y se procede a la
descomposicién en fracciones parciales.

Método 1

(x=2)(x*+4) x-2 x*+4

x’—4x—4 A Bx+C
+

Procediendo de la misma manera que en los ejemplos anteriores, multipli-
camos ambos miembros de la ecuacién por el comin denominador

(x— 2)(3:2 +4)

g e = (T Jede e

Simplificando se obtiene

2 ar 4o A (,\c—2)(x2+4)+ (Bx+(')(f—2)(x2 +4)
x—=2 x +4

xP—4x-4= A(x2 +4)+(Bx+(')(x—2)

Desarrollando el lado derecho de la ecuacion anterior y agrupando
coeficientes de x

x? —4x—4=(A+ B)x2+(—28+(')x+4,4—2('
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Igualando coeficientes se obtiene un sistema de ecuaciones

1= A+B
—4=-2B+C
—4=44-2C

Se realiza la solucion del sistema; los valores obtenidos para las constantes
son A=—1, B=2 y ("=0. Con estas constantes se puede escribir la inte-

x'—4x—4 ¢ -1  2x+40
I(JC—Z)(.)(2+4)G(X _I(x—2+x2+4 ]dx

y se procede a integrar el lado derecho

gral como

J' x —4x—-4 dx :J -1 dx+f 2x

(x—2Xx2+4) x—2 x2+4£ﬁ

El resultado es

[ x'—4x-4

de = —.f.'n‘x - 2‘ + .f'n‘xz + 4| +C

Método 2

Se siguen los mismos pasos que en el método 1 para llegar a la identidad
x'—4x-4= A(x2+4)+(Bx+(')(x—2)
Sustituyendo valores sencillos x =0, x=1y x=2.
Para x=0; 0’ —4(0)—4=A(0"+4)+(B(0)+C)(0-2)
—-4=44-2C
Pmax:l;ﬁ—40)—4=AUZ+4H{BU)+CN1—@
-7=54A-B-C
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pmaxzz;(ﬂz—4p)-4=Adﬂ2+®+(B@)+Cﬂz—@
-8=84

Con las sustituciones anteriores se obtiene el sistema de ecuaciones

—4=44-2C
-7=54-B-C
—8=84

Solucionando el sistema, las constantesson 4=—-1, B=2y (=0, asi que

la integral se escribe

fﬂdx :j —1 + ?x dx
x—2 x"+4

Integrando se obtiene el mismo resultado.
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y

-~ M Ejercicio
3
Resolver lo siguiente; se recomienda derivar para comprobar el resultado.
Competencias
—4
J 2=
x(x + 1)
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3.2.4 Factores cuadréaticos repetidos

Caso IV. El denominador Q(x) contiene un factor cuadratico repetido

R(x)

Si en una funcién racional Q(x) , en la que denominador Q(x) se puede factori-

zar y uno de los factores es de la forma (axz +bx+ c) , se escriben las fracciones
parciales para la funciéon racional que pueden tener la forma de las ecuaciones (2)
y (3) y ademas una fraccién como

Ax+ B, Ax+B, Ax+B
+—2 SR

ax’ +bx+c (afx2 +bx+f,')q (ax2 +bx+c)" (5)

Al igual que en el caso tres, el factor cuadratico deber ser irreductible, es decir,
debe satisfacer A* —4ac <0 .

Cada uno de los términos cuadraticos de la fraccién anterior pueden integrarse
utilizando una sustitucién o completando el cuadrado. A continuacién, se explica
a detalle este caso con algunos ejemplos.

3
X +x
Ejemplo: calcular | —dx

(x2 - 6)_

Del integrando se puede observar que se tiene un factor cuadratico irreducti-
ble, ya que se cumple que 0’ —4(1)(6)<0; se procede a la descomposicion en
fracciones parciales. Como en los casos anteriores, existen dos métodos para
encontrar las constantes.

Método 1

X +x =Ax+b’+ Cx+D
()(2+6)2 X’ +6 (Jc2+6)2

Para determinar los valores de las constantes 4, B, C y D necesita-
mos cuatro ecuaciones independientes que las relacionen; multiplica-

mos ambos miembros de la ecuacién por el minimo comin denominador
Y
(x‘ +6)
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v

el M x’+x , o\ | Ax+B Cx+D , A2
5_,,_,_,,_1 3 m (x +6) 16 +(x2+6)2 X +6)

Simplificando se obtiene

2

3

Py (Ax+ B’)(x2 +6)2 . ((‘x+ D)(f +6)

X*+6 (x2+6)2

x3+x=(Ax+ B)(x2+6)+((‘x+D)

Al desarrollar el lado derecho de la ecuacién anterior y escribirlo como

polinomio de X

X+0x*+x= Ax"+Bx3+(6A+(.‘)x+6B+D

se obtiene un sistema de ecuaciones

1= 4
0=28
1=64+C
0=6B+D

Se realiza la solucién del sistema y se obtiene 4=1, B=0 C=-5y D=0;
asi que la integral se puede escribir con fracciones parciales

I X +x Ix —5x

——dx =J| =—+ ~ |dx
: P+6 (1)

(x2 +6)

Para las integrales del lado derecho, se puede emplear la sustitucién
u=x’+6y du=2xdx  con lo que se obtiene el siguiente resultado:
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[ Lx_dx =%!}?‘x2+6‘+ﬁ

x? +6)+(1

Método 2
Siguiendo un procedimiento similar al descrito en los ejemplos anteriores, se
proponen las fracciones para el integrando y después se obtiene la identidad

x3+x=(Ax+ B)(x3+6)+((‘x+D)

Como se tienen factores cuadraticos repetidos y cuatro constantes, se em-
plean cuatro valores sencillos para x, por ejemplo x=0, x=1, y=—1 y
x =2, para obtener cuatro ecuaciones independientes que relacionen las
constantes 4, B, C 'y D.
Para determinar las constantes, sustituimos los valores sencillos:
Para x=0; 0°+0=(4(0)+B)(0*+6)+(C(0)+ D)
0=6B+D
Para x=1; (1) +1=(A(1)+B)(1* +6)+(C(1)+ D)
2=(A4+B)(7)+C+D
2=74+7B+C+D
Para x=—1; (~1) +(~1)=(4(~1)+B)(-1) +6)+(C(~1)+ D)
-2=(-A4+B)(7)-C+D
2=-T4+7B-C+D
Para x=2;  (2) +(2)=(4(2)+B)(2) +6)+(C(2)+D)
10=(24+B)10+2C+D

10=204+10B+2C+ D
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1. M De las sustituciones anteriores se obtienen las siguientes ecuaciones

L ok

_r7 : 3
Competencias

2=TA+7B+C+ D

2==TA+7B-C+D
10=204A+10B+2C+ D

Se resuelve el sistema y resulta 4=1, B=0, C=-5y D=0. Con estas
constantes la integral se puede escribir con fracciones parciales como

’ 3 1 =5
fﬂdx =] ==+ z dx

(x2 +6)_ X7 +6 ()c2 +6)2

Integrando el lado derecho, se obtiene el mismo resultado.

3x’ +4
(Jc2 +l)2

En este caso, el integrando tiene solo un factor cuadratico repetido e irreductible

Ejemplo: calcular | dx

en el denominador; se procede a la descomposicién en fracciones parciales:

Método 1
3x*+4 AX+B+ Cx+D

(¢+1)  XHL (2a1)

Para determinar los valores de las constantes 4, B, ' y D necesitamos

cuatro ecuaciones independientes que las relacionen; multiplicamos ambos
2

miembros de la ecuacién por el minimo comuin denominador (f +1)

3x° +4 (x2+l)2 Ax+B+ Cx+D x1+1)2

RS (,1c2+1)2

2

(x2+1)_

152



Calculo Integral: Métodos de integracién por cambio de variable trigonométrica y por fracciones parciales

Simplificando R 2
44 (Ax + B:)(xz + 1) . (('x+ D)(Jr2 + 1)

X" +1 (x2+l)2

3x7 +4=(Ax+B)(x* +1)+(Cx + D)

Al desarrollar el lado derecho de la ecuacién anterior y escribirlo como po-
linomio de x se obtiene

h3+0x+4=Ax“+&ﬁ+(A+(jx+B+I)

Igualando coeficientes se obtiene el sistema de ecuaciones

0=4
3=58
0=A4+C
4=B+D

La solucion del sistemaes 4=0, B=3, C=0y D=1; con estos valores
la integral se escribe como

Y se procede a integrar el lado derecho

| 3Jtci-'-dr,dx =3 arctan x +

+larctanx+ C
(x3+1)_ 2(x2+1)

Sumando términos semejantes, se obtiene el resultado:

| v +4 dx = o )+zarctanx+('

(f+02 2(x+1

153



Universidad Auténoma del Estado de México e Nivel Medio Superior

_._l':.—l c l , , .,
s 3 Para | ~ dx se us6 la formula de reduccién
x’+1
Competencias
dx X 2n-3 dx

< +d?) 24 (n— l)()r2 +a’)"! ! 2a’ (n— l) (x*+a*)"!

Método 2
De la misma manera que en los ejemplos anteriores, para encontrar el valor
de las constantes 4, B, C y D partimos de la identidad.
3x7 +4=(Ax+B)(x* +1)+(Cx + D)
Se tienen factores cuadraticos repetidos y cuatro constantes; se emplean
cuatro valores sencillos para x, por ejemplo x=0, x=1, x=-ly x=2.
Con esto se van a obtener cuatro ecuaciones independientes que relacio-
nen las constantes.
Sustituyendo los valores propuestos:
Para x=0;  3(0) +4=(4(0)+B)(0) +1+(C(0)+D)
4=B+D
Para x=1;  3(1) +4=(4(1)+B)(1) +D+(C(1)+D)
7=24+2B+C+D
Para x=—1; 3(=1) +4=(A4(=1)+B)(~1) +1)+(C(-1)+D)
7=-24+2B-C+D
Para x=2;  3(2) +4=(4(2)+B)(2) +n+(C(2)+D)

16=1044+5B+2C+D
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Con las sustituciones anteriores se obtienen las siguientes ecuaciones

4=8B+D
7=24A+2B+C+D
7=-2A+2B-C+D
16=104+5B+2C+D

Se realiza la solucién de este sistema y se obtiene 4=0, B=3, =0y
D =1; asi que la integral se puede escribir con fracciones parciales

3x*+4 3 1
fxiﬂdx =] + dx

(x2+l)_ X +1 (3c2+1)2

Al resolver la integral se obtiene la misma solucién que con el método anterior.

3
I X +2x+5dx

Ejemplo: calcular >
(f +2)

Del integrando se puede observar que se tiene un factor cuadratico repetido e
irreductible; se procede a la descomposicién en fracciones parciales.

Método 1
X' +2x+5 Ax+B  Cx+D

(2] FH2 (¢42)

Para determinar los valores de las constantes 4, B, C y D multiplica-
mos ambos miembros de la ecuacién por el minimo comin denominador

(x2 + 2)2

¥ +2x+5 x3+2)1: Ax+B+ CXJFD, (x2+2)2

X +2 ()c2 +2)_
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Simplificando se obtiene

2

(Ax+ B)(f +2)2 N ((‘x+ D)(x2 +2)
x*+2 (xz+2)2

X’ +2x+5=

x3+2x+5=(Ax+ B’)(x2 +2)+(('x+ D)

Al desarrollar el lado derecho de la ecuacién anterior

X +0x+2x+5= Ax3+Bx2+(2A+(‘)x+D

Igualando los coeficientes, se obtiene un sistema de ecuaciones

1= A4
0=8
2=24+C
5=D

Solucionando el sistema se obtiene 4=1, B=0, C=0y D=5; asi que

la integral se puede escribir con fracciones parciales

2

3
Ix+2x+5d :J~ 2Jc " 5 : de
X +2 (x2+2)

2

(x2 +2)_

3
[EF2XHS e o X e — 2

2 2 2

(x2+2)_ xT+2 ()c2 +2)_
Se procede a integrar el lado derecho, obteniendo el siguiente resultado:

= + 5\5 .f.v.if‘(:.fafr.vi +C
75

(x2+2) 8 2

I X +2x+5

—dx = l!}?‘xz +2|+
(x2 +2) 4
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Método 2
Partiendo de la identidad x*+2x+5= (Ax+ B’)(x2 +2) +((‘x+ D) para
obtener el valor de las constantes 4, B, C'y D.
Se tienen factores cuadraticos repetidos y cuatro constantes; por lo tanto,
se emplean cuatro valores sencillos para x, por ejemplo, x=0, x=1,
x==-lyx=2.
Sustituyendo los valores sencillos
Para x=0; (0) +2(0)+5=(4(0)+B)(0) +2)+(C(0)+D)
5=2B+D
Para x=1; (1) +2(1)+5=(4(1)+B)(1) +2)+(C(1)+ D)
8=34+3B+C+D
Para x=—1; (~1)"+2(~1)+5=(A4(~1)+B)(~1) +2)+(C(~1)+D)
2=-34A+3B-C+D
Para x=2; (2) +2(2)+5=(4(2)+B)(2) +2)+(C(2)+ D)
17=12A+6B+2C+D

Con las sustituciones anteriores se obtienen las siguientes ecuaciones

5=2B+D

8=34+3B+C+D
2=-34+3B-C+D

17=12A+6B+2C+D

La solucién al sistemaes A=1, B=0, C=0y D=5, Con los valores de
las constantes se escribe la integral de la forma

X 5

2 2

P42 (2 4of

f X +2x+5

dx :J dx

2

(x2 +2)_
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y

Al resolver la integral se obtiene la misma solucién que con el método anterior.

L

3
Competencias

Resolver lo siguiente; se recomienda derivar para comprobar el resultado.

3

j#dx:

(x2 +1)2

158



Calculo Integral: Métodos de integracién por cambio de variable trigonométrica y por fracciones parciales

Actividad
Responder las siguientes preguntas:

1. ¢Cual es la diferencia entre fraccién propia e impropia?

2. (En qué tipo de integrales se aplica el método de fracciones parciales?

P(x)
3. Si el integrando de una Q(x] es una fraccion impropia ¢qué debes hacer

como primer paso antes de descomponer en fracciones parciales el integrando?

4. ;Coémo eliges el caso de fracciones parciales al que corresponde una integral

del tipo R(x)a' ?
——=dx

O(x)

5. ¢Cémo compruebas que un factor de la forma ax’+bx+c sea irreductible?
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Ejercicios adicionales

Caso .
4
1. —————dx=
x +2x-15
2 X2 L
' ¥ —4x-5
Caso ll.
1
3. f———adx=
(c+2)(x43)
4. J g ~dx =
x(x—l)”
Caso lll.
5 J 38 dx =
x +4x
x+1
¢ I(x—l)(x2+1)dx_
Caso IV.
. i x3+x2dx=
(x2+5)
8. ] 2 dx =
(3+x2)
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Actividad colaborativa:
Siguiendo las instrucciones del profesor, formen equipos y verifiquen el
proceso de solucién de las integrales anteriores.

Recurso en linea
Puedes comprobar la solucién de las integrales empleando la Calculadora
de Integrales disponible en: www.calculadora-de-integrales.com/

Curso en linea

Se recomienda revisar este tema en KHANacademy, en el apartado de
Célculo Integral, los métodos de integracién: Desarrollo en fracciones
parciales, disponible en:
https://es.khanacademy.org/math/integral-calculus/integration-
techniques/integrate-partial-fraction-expan/v/partial-fraction-expansion-
to-integrate

Videos

Se recomienda revisar los videos de integracién por fracciones parciales,
disponibles en:
https://www.youtube.com/watch?v=s|JtWkE-t3w&index=192&list=PLECE
FSD37F414A8A5
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Solucién a los ejercicios adicionales:

Caso .
1. f;dx=_—1m‘x+5|+lhz‘x—3|+(.'
X +2x-15 2 2
2. | zxz+2x dx:x+lﬁn|x+l|+§!n|x—5|+(.*
X" —4x-5 6 6
Caso ll.
1 1
3. .[(x+2)(x+3)2dx:x+3+!n|x+2‘—!n|x+3‘+€
4. | 4 1abn::4!,*?‘x|—i—4f’nr|x—1‘+C
x(x—])" x—1
Caso lll.
5. | 38 dx=2in‘x|—!n‘x2+4‘+(f
X +4x
x+1 s SO B
6. fmdx— 5 Zn‘x +1|+Zn|x 1|+C
Caso IV.
3
7. [ X +x7dx= 2 +lz'nx2+5+(.‘
(x2+5)_ (x2+5) 2 |
8. | 3 sdx= — +£arctani+(.'
Gew) 203 275
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Cuatro

Aplicaciones de la integral definida

Propésito

Piensa de manera flexible, analitica y critica al resolver diversas situaciones pro-
blema, aplicando la integral definida.
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Competencias a desarrollar

Genéricas

5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de
métodos establecidos.
5.1 Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo
como cada uno de sus pasos contribuye alcance de un objetivo.
5.6 Utiliza las tecnologias de la informacién y comunicacién para procesar e
interpretar informacion.

8. Participa y colabora de una manera efectiva en equipos diversos.
8.1. Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar un proyecto
en equipo, definiendo un curso de accién con pasos especificos.

Disciplinares

3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos
matematicos y los contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.

7. Elige unenfoque determinista o uno aleatorio para el estudio de un fenémeno,
y argumenta su pertinencia.

Introduccion

El concepto de integral, y en general del célculo integral, tiene su génesis en la
necesidad de resolver problemas concretos como el ejemplo mas caracteristico
que es el calculo del 4rea de una figura curvilinea.

El tipo de region mas simple con el que nos podemos encontrar es un rectangulo,
cuya area se define como el producto de su base por su altura. A partir de esta de-
finicién podemos obtener las férmulas para el drea de regiones mas complicadas:
triangulos, paralelogramos, poligonos regulares, etc. El gran problema se plantea
cuando se intenta calcular el &rea de regiones mas generales que las poligonales.

Los primeros matematicos que intentaron resolver el problema de una forma
seria fueron los griegos a través del método de “exhaucion”, atribuido a Arqui-
medes, que consiste en encajar la region entre dos poligonos, uno inscrito y otro
circunscrito. Si la diferencia entre las areas de los dos poligonos es pequefia, po-
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demos aproximar el 4rea de la regién por cualquier nimero comprendido entre
el drea del poligono inscrito y el &rea del poligono circunscrito.

4.1 Concepto de integral definida
Se desea calcular el area A comprendida entre la gréafica de una funcién

f (x) >0, el eje X ylasrectas verticales x = a y x = b, como se muestra
en la siguiente figura:

YA

0 x=a x=25b

Una solucién aproximada al célculo de esta area se puede obtener dividiendo
primero el area en rectangulos por debajo o por encima de la gréfica de f(x)
después calculando el drea de cada uno de ellos y finalmente sumando todas las
areas tal como se muestra en las siguientes figuras:

Is 4

/| A /| A

Figura (a) Figura (b)

La aproximacién se puede mejorar aumentando el nimero de rectangulos,
aunque en la figura (a) hay un error por defecto y en la figura (b) un error por
exceso, de donde se deduce que: 4" < A< A"
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Ejemplo:

Calcular de manera aproximada el area A comprendida entre la gréfica de la
C i . s . .
ompetence funcién ¥ = x, el eje X y lasrectas verticales x =0y x = 1.

Solucién:

El drea A graficamente representada es:

Se observa que el drea A de la regién a calcular corresponde a un tridngulo, la
cual puede ser calculada inmediatamente por la férmula:

| base x alra _ (1)(1)_1
- 2 S22
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Sin embargo, se calculard el drea de la regién por aproximaciones mediante
rectdngulos, como se muestran en las siguientes gréficas:

Al dividir en cuatro partes iguales la base del tridngulo, se forman los rectangulos,
unos por debajo de la recta y los otros por encima de la recta. Si se calcula el &rea
aproximada del tridngulo con base en los tres rectangulos por debajo de la recta

se obtiene que:

Rectangulo V= Base Area
x y (altura)
1 1
1 - S _0=— 4=1]1)=L
4 4 4 4 4)\4) 16
2 1 1 1 11 (r)f1) 1
2 2 2 4 4 =327
3 &l &l E _(L)(3).3
4 4 4 2 4 4= 4la) 16
Suma de las areas parciales:
1 1 3 6 3
A=Y A A+A4+A4=—+-+—=—=—
Z 4, 6 8 16 16 8
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Si ahora calculamos el 4rea del tridngulo con base en los cuatro rectdngulos que

sobrepasan la recta, se obtiene que:

Recténgulo J=el Base Area

X y (altura)

1 1 1 1)1 1
- — —0=— A== =|==
4 4 4 '[4][4 16

2 1 1 1 1_1 _(1)L)_1L
2 2 2 4 4 4=17)\2)73

3 3 3 31 _1 (1)(3)_ 3
4 4 4 2 4 4=194)7 16

4 4 4 4 3_1 | _(1)(4)_4
4 4 4 2 4 14\ 4) 16

La suma de las areas parciales es:

4
1 1 3 4 10 5
A+=2A’:AI+A3+A-‘+A“=E+§+E+E=E=§

i=1

El &rea real se encuentra entre ambas areas, es decir:
_ 3 5
A=—<A< A4 ==
8 8

Estos célculos se pueden aproximartanto como se desee al area real, aumentando
el nimero de rectangulos, ya sea por abajo o por arriba de la curva, y dividiendo
en n partes iguales el area bajo la recta y en el mismo intervalo; por lo tanto, el
area del tridngulo con base en los rectangulos por debajo de la gréfica se explica

en el siguiente cuadro:
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y=x
Base
SR e x y (altura) (base x altura)
i W I .
n n n
2 2 e
n n n
3 - 3 =
n n n
4 4 ks
n n n
L L] L
L] L] L[]
L ] ® L ]
n-2 n-2 o
n n n
n-1 n-1 g
n n n

n=1 .
_ 1) i I 2 3 4 n-2 n-1
A = E (;)[;]2—2+—2+—2+—2+...+ = + 5

i=1
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Para mejorar la aproximacién hasta el méximo, aumentamos el nimero de
rectangulos hasta el infinito, lo cual implica que:

Comparando las éreas obtenidas por la férmula del triangulo, el drea promedio
de los rectangulos y por esta ultima formula (que encontramos a través de limite
de la sumatoria de las areas de los rectdngulos), encontramos y corroboramos
que el area obtenida para los tres casos es la misma.

Ejercicio

Calcular con la mejor aproximacién posible el drea A comprendida entre la gréfica
de la funciéon y=x* , el eje X y las rectas verticales x =0 y x = 1.

Al generalizar y formalizar el procedimiento anterior para calcular areas bajo una
curva, se considera una curva situada sobre el eje X, que representa la grafica
de la funcién continua con ecuacion y=f(x)_ Cuando se desea encontrar el
area S de la superficie limitada por la curva con ecuacién y=f(x), el eje Xy
las rectas paralelas al eje Y con ecuaciones x=a y x=25, se divide el intervalo

[a,b] en n partes, no necesariamente iguales, como se muestra a continuacion:

172



Calculo Integral: Aplicaciones de la integral definida

\]
=

Por lo tanto, la funcién f es continua y definida para el intervalo [a,b], y éste
es dividido entre n subintervalos iguales AX, = X, —a, AX, = X, —x,, . . ., AX =
b =X cada uno de ellos seré la base correspondiente a uno de los rectangulos,
los cuales podran estar por arriba o por debajo de la curva. La altura de dichos
rectangulos serad dada por el valor de la funcién para algin valor de X dentro de
cada subintervalo, o sea, Y, = f(xj_) en particular, de donde se puede escribir el
area aproximada por n rectangulos S bajo la curva como la suma de las areas

de todos los rectangulos de la siguiente manera:

S, :f(x])Axl +f(.vc2)Ax2 -}-...-+-f(.vcn_])mfn_1 +f(xn)Axn = Ef(xi)Ax,_

Si se considera un numero infinito de subintervalos entre los cuales dividir el
intervalo I:a,b], cada Ax, serd cada vez mas pequefio, Ax, — 0, por lo que
cada vez se tendran mas rectangulos que llenen el area bajo la curva y, en
consecuencia, el area definida por la suma se aproximara cada vez mas al érea
total buscada, hasta llegar a ser igual a ella, es decir:

A= lim § = lim if (x)A,

Ax;—0 Ax;—0
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Esto nos indica, que el area real puede ser determinada mediante el calculo del
limite de la sumatoria de las areas de los rectangulos usados en la aproximacion.

Basado en
C i . . o ,
De esta forma, la integral definida de / de @ a b es el nimero:

Jf dx—hme( )A,

n—yea

Donde:

f(x)dx se denomina integrando
a Limite inferior del intervalo
b Limite superior del intervalo

La integral definida jj dx es un nimero, que no depende de x . De hecho,

a

podria utilizar cualquier letra en lugar de x, sin cambiar el valor de la integral:

b b b

[£(x)ax=[7(r)dr=1(z)dz

a a a

La suma Ef( )A que aparece en la definicién de integral definida se llama

Suma de Riemann en honor al mateméatico aleman Bernahrd Riemann.
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Propiedades de la integral definida
Suponga que fy g son funciones continuas.
) [ fe)de=—[" f(x)dx
) [ F(x)dx=0
1[) I:CZC(b—G), donde ¢ es cualquier constante

V) I:I:f(x) +g(x):|dx = j:}f(x)dx + _[:g(x)dx

V) j:cf(x)dx:cj:f(x)dx, donde ¢ es cualquier constante

Vi) ij(x)dx=ij(x)dx+j£f(x)dx ,donde g<h<c

Teorema fundamental del Calculo

Si fes una funcién continua en [a, b], entonces

J, # (x)ax=F(x)=F(b)-F(a)

Donde F es una antiderivada de f, es decir, una funcién tal que F'= f

El teorema fundamental del calculo recibe de manera apropiada este nombre
porque establece una conexién entre las dos ramas del calculo: el calculo
diferencial y el célculo integral. El primero surgié del problema de la tangente,
mientras que el calculo integral lo hizo de un problema aparentemente no
relacionado: el problema del érea. Isaac Barrow (1630-1677), profesor de
Newton en Cambridge, descubrié que estos dos problemas en realidad
estaban intimamente relacionados. De hecho, se dio cuenta que la derivacién
y la integraciéon son procesos inversos. El teorema fundamental del calculo da
la correspondencia inversa inequivoca entre la derivada y la integral. Newton y
Leibniz explotaron esta correspondencia y la aplicaron para desarrollar el célculo
en un método matematico sistematico. En particular, ellos advirtieron que el
teorema fundamental les permitia calcular con gran facilidad areas e integrales,

sin tener que calcularlas como limites de sumas.
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Ejemplo:
Usar las propiedades de las integrales y el teorema fundamental del célculo para
Competencias eva | uar:
1
j(4+ 3x2)dx
0
Solucién:
1 1 1
j(4 +3x° )dx = I4dx + J3x2dx
0 0 0
1 1
= J4dx + 3_[x2dx
0 0
3!
=4 +3{x—
0 3
0
3 3
=4(1-0)+3 I——O—J
3 3
=4(1)+3 L
3
=5
Ejercicio

Usar las propiedades de las integrales y el teorema fundamental del célculo para

evaluar j(4x3 v _2x+9)dx
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Ejercicio

Usar las propiedades de las integrales y el teorema fundamental del célculo para

evaluar ¢ , 1
j x“+5x+5 dx

=2
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Ejemplo:

10 8 10
Si se sabe que Jf(x)dx =17 y jf(x)dx =12 , determinar Jf(x)dx
0 0 8

Solucién:

Por la propiedad VI se tiene:

8 10

If(x)dx+!f(x)dx: l;ff()c)abc

0

Entonces
J7(x)=[7(x)-[7(x)
=17-12
=5
Ejercicio

5 3 4
Si se sabe que jf(X)dx=12 y Jf(x)dx=3.6 , determinar Jf(X)dx
1 4 1
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Ejercicio

5 5 1
Si se sabe que Jf(x)dx =10 y jf(x)dx =2.7 , determinar Jf(x)dx
=3 1 =3

Ejemplo:
Determinar la integral definida _”x‘ dx
-1
Solucién:
Por la propiedad VI y la definicion del valor absoluto, se tiene:
2 0 2

ﬂx‘ dx = J(—x)dx + _xdx

-1 -1 0
0

1]

o () +(z z}

2 2 -
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Ejercicio

7
Determinar la integral I|5x—1|a’x
Basado en
-5

Ejercicio

4
Determinar la integral j(|x S 3| - S)dx
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4.1.1 Area bajo la curva de una funcién

Una de las aplicaciones del célculo de integrales definidas es el calculo de éreas
de regiones acotadas del plano delimitadas por graficos de funciones.

El calculo del 4rea de una region plana acotada por la grafica de una funcién f, el
eje xy las rectas verticales x = a y x = b, considerando que f es integrable en
el intervalo [a, b], se presenta en los siguientes casos:

Primer caso:

Cuando f(x)zo, es decir, que la gréfica de festa por arriba del eje x, el area
se obtiene mediante:

A= Lbf(x)dx

Ejemplo:

Calcular el drea de la regién acotada por el eje X, la grafica de la funcién
f(x)=x2—l y las rectas verticales x=1y x=3.

Solucidn:

La grafica de la region es:
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Basado en
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I
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. 20 ,
Por lo que el 4rea bajo la curvaes 4= ?u‘

Ejercicio

Calcular el drea de la regién acotada por el eje X, la grafica de la funcién

j'(,x):—x2 +2x+4 y las rectas verticales x=—-1y x=2.

Ejercicio

Calcular el area de la regién acotada por el eje X, la funcién f(x): (x— 1)3 y las

rectas verticales X =1y x = 2.
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M

& 4 Cuando f(x)SO , es decir, que la gréfica de f esta por abajo del eje x, el

area se obtiene mediante:
Competencias

Segundo caso:

A= —I:f(x)dx

.
>

y=f(x)

Ejemplo:

Calcular el area de la regién acotada por el eje X, la gréfica de la funcién
f(x)= —x’ =1y las rectas verticales x=-2 y x=1.

La gréfica de la region es:
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Como la funcién es negativa en el intervalo [-2, 1], el &rea de la region es:

1

A=—:[(—x3—1)dx

Por lo que el rea bajo la curvaes 4=6 u”.
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Ejercicio

; Calcular el area de la regién acotada por el eje X, la grafica de la funcién
Basado en
Competencias

f(x)=—\}x+5 y las rectas verticales X=3yx=7.

Ejercicio

Calcular el &rea de la regién acotada por el eje x, la funcién f(x): x> —6x ylas
rectas verticalesXx =1y x =5
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Calculo Integral: Aplicaciones de la integral definida

Tercer caso:

Cuando la funcién ftoma valores positivos y negativos en el interva-
lo [a, b], se deben estudiar los cambios de signo de la funciéon en el
intervalo considerado.

Para calcular el area de la regién de la siguiente figura:

y

A

y=/(x)

e ‘

se descompone en dos regiones. Si ¢ es el punto de interseccion de la gréfica de
f con el eje x, entonces:

l. j(x) <0 para todo X e[a, C]
1. f(x)ZO para todo xe[c, b]

Se obtienden dos regiones planas para la grafica comprendida por la funcién f,
elejexylasrectas x=ay x=5b.

Gréficamente:
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Se calcula el drea 4, comprendida entre la gréfica de f y el eje X para
asx<cyelarea 4 contenida entre la gréficade f y el eje xpara c<x<b,
y se obtiene el drea de A como la suma de estas dos areas:

A=A +A4, = —j_f‘(x)dx+ if(x)dx

Ejemplo
Calcular el area de la region plana comprendida por la funcién f(x) =x"+2x-3,
el eje x y las rectas verticales x=—1y x=2.
Solucién:
Se determina el punto de interseccion de la grafica de f con el eje X, es decir,
X +2x-3=0 & (x+3)(x-1)=0 & x=-3, x=1

De donde, ]{.'[—l, 2] y —39_3[—1, 2]. El punto de interseccién de la grafica de f
con el eje x en el intervalo [_1, 2] esc=1.

Gréficamente se representa asi:

Ax
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Se tiene que j(X) <0 para todo x([—l, l] y j(X) 20 para todo x(.'[l, 2]. Por
lo tanto, el area a calcular es:

A=A+ A4,

= —j(;r2 +2x— 3)dx+ j(x2 +2x— 3)dx
2 1
1

I A, L
RERRE

3 2
= X 42X _3x
32

S —3xJ
3

_ [2“2_3(1)]_ @J,(_l)z_q_]] +H2—;+23—3(2)]—{2+12—3(1)H

, . 23
De esta manera, el drea bajo la curvaes 4= ?uz.

Ejercicio

Calcular el 4rea de la region acotada por el eje x, la grafica de la funcién
f(x)=.s'enx y las rectas verticales x=-mr y x=7.
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Basado en
Competencias

Ejercicio

Calcular el &rea de la region acotada por el eje x, el eje y, la gréfica de la funcién
j'(x): 4-2x" ylarecta vertical x=2.
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La misma idea puede usarse en el caso en que la funcién f tenga varias intersec-
ciones en el intervalo [a, b], partiéndolo en varios intervalos (delimitados por los
extremos del intervalo y las intersecciones de f de manera que, en cada uno de
ellos, los valores de f sean siempre positivos o, bien, negativos.

Lo anterior se ejemplifica en la siguiente grafica de la funcién f.

y

A

y=r(x)

\ a C /\d b > X

A

As

El drea de la regién plana comprendida por la gréfica de la funcién f y el
eje X para 4 <x<b se obtiene como la suma de las 4reas de las tres regiones
sombreadas, delimitadas por las intersecciones de f. Cada una de estas éreas, a
su vez, puede calcularse por medio de una integral con el signo correspondiente:

A=A+ 4, +A——jj dx+jj )dx— j;
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4.1.2 Area entre curvas

Con muy escasas modificaciones, se calculara el area de la regién plana com-
prendida entre dos curvas.

Sean fy g funciones definidas en un intervalo [a, b] tales que,

f(X)ZQ(X)para todo x de [a, b], entonces el area de la region limita-
da por las gréficas de f y g y las rectas X=a y x=b viene dada por:

A= PT1(e) ol Jo

Y f

Ejemplo:

Calcular el area de la region comprendida por la grafica de la funcién
j(x) =3x" -2 ylarecta g(x) =2x-1.

Solucién:

La region estd limitada por los valores de x correspondientes a los dos puntos
de interseccién de las gréficas de fy g, es decir, los valores de x para los cuales

f (x) = glx).
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Calculando estos valores:
3x¥*-2=2x-1 & 3 -2x-1=0 x=1 v x=-——

Los valores de x que delimitan al dreason x=1 y x= et

La gréfica de la region es:

0.5

1
Como se observa en la gréfica, g(X) 2 f(x) para todo X E{—g,l}.

Por lo tanto, el area de la regién limitada por las curvas de fy g es:
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— j [—sz +2x+ 1)]dx
1
3

sado en
Competencias

32
27

32
Porlo que el dreaes A= Euz.

Ejercicio

Calcular el é4rea de la regién comprendida por la gréfica de la funcién
f(x)=x"—4x ylarecta g(x)=6x—x".
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Ejercicio

Calcular el drea de la regién comprendida por la grafica de la funcién
j(‘c) =—x’ ylarectag(X) =X
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Para determinar el area de la regién delimitada por las funciones f y g, cuya
grafica es:

.
>

El 4rea A de la regién comprendida entre las graficas de fy g para a<x<b
puede descomponerse como la suma de dos areas, como se observa en las
gréficas siguientes:

»
>
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Como en cada uno de los intervalos [a, c] y [c, b], la gréfica de una de las funciones
esta siempre arriba del de la otra, y se tiene que:

4,= I[ ]dx yaqueg() f(x) paratodoxe[a,c]

A, j[ ]dx ya que f( ) (X) para todo xe[c, bj

Por lo tanto,
A= _:[[g(x) - _f'(x)]dx + j[f(x) - g(x)]dx.

Ejemplo:

Calcular el drea de la regién comprendida por las parabolas

f(x)=x2+1 y g(x)=2.:r2 para 0<x<2.

Solucién:

Se analiza si las gréficas de las funciones se intersectan en algin x E[O, 2]:
f(x)=g(x) e X+1=2¥ o —X'+1=0 & x=-1 v x=1
Por lo tanto, 1 E[O, 21 y -1 %[0, 2].

Analizando el comportamiento de las gréficas de f y g en cada uno de los

intervalos [0,1) y (l, 2], es decir, f(x)>g(x) 6 f(x)<g(x), dado que f y

g son continuas, se pueden evaluar en un punto de cada uno de los intervalos:

x [0.1) 1 (1, 2]

f f(0)=1 f(1)=2 f(2)=5

g g(0)=0 g(1)=2 g(2)=8
luego /> /<8
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Gréficamente:

Por lo tanto, el drea de la regién limitada por las curvas de fy g es:

A=

= — —

L/ (x)—g(X)]dHj[g(x)—f(x)]dx
= _:[[xz +1- 23:2].:1'Jr+j.[2x2 - (x2 + l)]dx

= (= )ace ()

. . , ./ 2
Derivado de lo anterior, el drea de la region es 2u” .
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Ejercicio

Calcular el area de la regién comprendida por las pardbolas
f(x)=x3—l y g(x)=—x3+2x para —l1<x<I.
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Ejercicio
Calcular el area de la regiéon comprendida por las funciones
7 !
. f(x)=x“ y g(x)=2—x para —1<x<I.
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4.2 Problemas de aplicacién

La integral definida es una herramienta Gtil en las ciencias fisicas y sociales, ya
que muchas cantidades de interés en dichas ciencias pueden definirse mediante
el tipo de suma que se presenta en la integral definida.

Calculo de trabajo con ayuda de la integral definida

Una aplicacion de la integral se puede asociar al concepto de “trabajo”. Si una
fuerza constante F actla sobre un objeto, desplazandolo una distancia X a lo largo
de una linea recta, y la direccidon de la fuerza coincide con la del movimiento,
entonces el trabajo realizado W se expresa como el producto de la fuerza F por
el camino recorrido. Es decir:

W=1Fsx

Considerando una particula P que se desplaza sobre el eje X, desde el punto (a,0)
al punto (b,0) por medio de una fuerza f = F(x), X € [a, b], el trabajo realizado
por la fuerza f = F(x) al mover una particula de a a b, alo largo del eje X, esta

dado por:

W:jh

a

F(x)dx

Ejemplo:
Un resorte tiene una longitud natural de 8 pulgadas. Si una fuerza de 20 libras

estira el resorte 2 pulgada, determinar el trabajo realizado al estirar el resorte de
8 pulgadas a 11 pulgadas.
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Solucién:

Consideremos el resorte ubicado a lo largo del eje X, con su extremo fijo en el origen:
Competencias

y

— VI I"

Porla ley de Hooke se sabe que [ = fx . Como x =0.5 pulgadas, cuando F'=20
libras, entonces 20 = k(O,S), de donde k= 40.

Luego, /' =40x. Se desea calcular el trabajo realizado por esta fuerza si aumenta

la extension de 8 a 11 pulgadas. Entonces:
i 3
W= I40xdx =20x’ , =180 pulgadas - libras.
0
Ejercicio

Una fuerza de 25 kg alarga 3 cm un resorte. Determinar el trabajo requerido para
alargar el resorte 2 cm mas.
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Ejercicio

Una fuerza de 38.750 kg alarga 7.8 cm un resorte. Determinar el trabajo requerido

para alargar el resorte 45mm mas.

Ejemplo:

Un resorte tiene una longitud natural de 10 pulgadas. Una fuerza de 30 libras lo
estira 11.5 pulgadas. Determinar el trabajo realizado al estirar el resorte de 10
pulgadas a 12 pulgadas. Luego encontrar el trabajo realizado al estirar el resorte
de 12 pulgadas a 14 pulgadas.

Solucién:

Como F=kx, y x=11.5 pulgadas, cuando F =30 libras, entonces

60
30=11.5k, por lo que k:E

El trabajo realizado para estirar el resorte de 10 a 12 pulgadas estd dado por:

W = J‘@xdx = ﬁxg ’ = @ pulgadas — libras.
5 23 23 o 23

El trabajo realizado para estirar el resorte de 12 a 14 pulgadas esta dado por:

4 r,
W= J@m’x = sz - 480 _ 120 = 360 pulgadas — libras.
23 23 223 23 23

~
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Basado en
Competencias

Ejercicio

Determinar el trabajo efectuado al alargar un resorte 6 cm, sabiendo que se
necesita una fuerza de 15 kg para alargarlo 1 cm.
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Ejercicio

Un resorte tiene longitud natural de 10 cm. Si se requiere una fuerza de 20 kg
para mantener el resorte estirado 0.7 cm. ;Cudanto trabajo se realiza al estirar el
resorte desde su longitud natural hasta una longitud de 12.5 cm?

Cambio de velocidad con ayuda de la integral definida

Si un objeto se mueve a lo largo de una recta con funcién de posicién x(t), por lo
que su velocidad es v( f) = x’( ). Por lo tanto,

Ix"(r)dr

h

es el desplazamiento total en el intervalo de tiempo [!l,rzj

Ejemplo:

Una particula se mueve sobre una recta de modo que su velocidad en cada
instante t es v(!) =— 61" + 18 1. ;Cudnto se desplaza esta particula en el
intervalo de tiempo [0, 2]?
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Solucién:

Desplazamiento de la particula de 0 a 2 segundos:
asado en
Competencias

[(= 67 +180di==2r +9¢° U =20
0

Ejercicio
Un movil se mueve sobre una recta de modo que su velocidad en cada instante

tes v(r): 31* =15 t+2. ;Cudnto se desplaza esta particula en el intervalo de
tiempo [3, 7]?

Ejercicio
Un movil se mueve sobre una recta de modo que su velocidad en cada instante

de tiempo tes v(r) = (2x+ 1)2. ¢Cuénto se desplaza esta particula en el intervalo
de tiempo [1,5]?
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Longitud de arco

Para determinar la longitud S de un arco de una curva con ecuacién y= f(x)
comprendida entre los puntos (a, j'(a)), (b, f(b)) se debe considerar que la

longitud de arco estad dada por:

b 2
Szj 1+ Q dx
dx

a

Como lalongitud de una curva no depende de la eleccion de los ejes coordenados,
si x puede expresarse como funcién de y, la longitud del arco estd dada por:

f(b) 2
S= I 1+[£) dy
) dy

Ejemplo:

Determinar la longitud de arco de la curva yz%(xz+2)_3, desde x=0
hasta X=3.

Solucioén:

Como y= %(){‘2 + 2); , entonces j—y =xyx’ +2
X

Luego:

S :j\/H[Jr\/x2 +2de
0
= j 1+ x? (xg +2)dx
0

:J\}1+x“+2x3dx
0
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3
s j(x2 - l)dx
0
ado en
|
1,
=|=x"+x
0
=12
Ejercicio
x* 1
Determinar la longitud de arco de la curva y = —tr— desde x=1 hasta x =2
4 8x
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Ejercicio

Determinar la longitud de arco de la curva y :i X —% ,desde x=1 hasta x=5

Sélidos de revoluciéon
Sea funa funcién definida en el intervalo [a, b].

El sélido de revolucién es generado al girar alrededor del eje x, la regién limitada
por la gréficade y= f(x), el eje xy las gréficas de x=a y x=5. El xes un eje
de simetria de dicho sélido, y una seccién recta perpendicular al eje x es un circulo.

y

A AX=a Y

\ \

El volumen del sélido de revolucién es

y = jn[,f(x)]z dx
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Ejemplo:

Calcular el volumen generado por la funcién f(x) =J; cuando gira alrededor
del eje x en el intervalo [0, 4].

Solucién:

4 2
V= J.n'(\/; ) dx i
0 i 1 M—— /T
J A
4 ///
=1 |xdx —7
0 |4
y x
2 ) ~——_ il
=(8-0)
=8mu’
Ejercicio:

Calcular el volumen generado por la funcién f(x) = % +1 cuando gira alrededor
del eje x en el intervalo [2, 6].
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Ejercicio:

Calcular el volumen generado por la hipérbola xy=9 cuando gira alrededor del
eje x en el intervalo [2, 10].

Sean f y g funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b}, tales que
f (x) 2g (x) para x €| a, b}. Sea R la regién del plano limitada por las curvas
con ecuaciones y = f(x , Y= g(x) y las rectas con ecuaciones x=a, x=25.

El volumen de la region R esta dado por:

Ejemplo:

Hallar el volumen engendrado cuando la superficie limitada por la curvay = senx,
y las rectas con ecuaciones y=0, x=0, x=7, giraen torno al eje x.
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Solucién:

= 2 5
Basado en V = IE|:(.€QHX) -0 :|dx
0

g
= Is’rsenzx dx
0

n

J 1—cos2x e
2 X

0 L —

b 1
=—| x——sen2x
2 2

Ejercicio

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje x, la superficie
comprendida entre las parabolas con ecuaciones y = x? y=+/x .
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Ejercicio

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje x, la superficie
comprendida entre las pardbolas con ecuaciones y =x’, y=4x.

213



Universidad Auténoma del Estado de México e Nivel Medio Superior

Ejercicios adicionales

b
Escribir como una sola integral en la forma jf(x)dx.

1) jlf(x)d“if(x)dx

Solucién: jf(x)dx

2) jzf(x)dx—;[f(x)dx
Solucién::[f(x)dx
3) —jf(x)dx+j1f(x)dx+jf(x)dx

6
Solucién: If(x)dx

4) lf(x)dx+jf(x)dx—£f(x)dx
Solucién:j;f(x)dx

Utilizar las propiedades de las integrales y el teorema fundamental del
célculo para evaluar:

5

5) !(S—Zx)dx

Solucién: —6
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9) j(S—m)dx

10) j.(x+ﬁ)dx

Solucién: —6

Solucion: 6.667

Solucién: 11.25

Solucién: 6.858

Solucién: 14.137

Solucién: 1

Solucién: 18.5
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4

13) Si jf(x)dx =12y If(x)dx= 3, determinar jf(x)dx

1

4
Solucién: If (x)dx =84

1

14) Si If(x)dx =41y J-f(x)dx =1.1, determinar ]f(x)dx
Solucién: jf(x)dx =3

1

15) Si jf(x)dx =15y jf(x)dx =21, determinar j[3f(x)—2g(x)]dx

_ 0
5

Solucién: J[3f(x) - Zg(x)]dx =3

0

16) Si Jf(x)dx =06.y Jf(x)dx =18, determinar I[4f(x)+3g(x)]dx

Solucién: j[4f(x)+3g(x)]dx =78

8
17)  Determinar la _[f(X)dx para f(x): 6 7Pﬂ?‘af x<5
0 x° para 25

Solucién: jf(x) =159

0

18)  Determinar el drea de la regién acotada por:

a) y=e', 6 x=0 x=2

b
Solucién: [ f(x)=6.389

a
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b)

d)

f)

g)

h)

y=x*-3,x=-1, x=1

b

Solucién: jf(x) =-5.333

y=+x+1,x=-05,x=3

b
Solucién: [f(x)=5.097

a

y=tanx, x=-1, x=1

Solucién: jf(x) =0

a

y=x'+x-2,x=1,x=2

b

Solucién: jf(x) =3.25

y=sen(x+3), x=—4, x=-2

Solucién: jf(x) =0

y=—e",y=e", x=-2,x=2

b

Solucién: [f(x)=14.507

y=senx, y=cos x x=—1, x=0

b

Solucién: [f(x)=1301
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i) y=x+1, y=x*+2x, x=-1, x=0

b
Solucién: [f(x)=1.416

a

|
i =x, :—x, :0, =3
j y=q, y=ox, x=0,x

b
Solucién: [f(x)=-3.375

a

19) Un resorte tiene una longitud natural de 4 pulgadas. Si una fuerza de 24 libras
estira el resorte 1/4 pulgada, determinar el trabajo realizado al estirar el resorte
de 12 pulgadas a 17 pulgadas.

Solucién: 1200 pg lb

20) Un resorte tiene una longitud natural de 7 pulgadas y una fuerza de 45 libras
lo estira 10.5 pulgadas. Determinar el trabajo realizado al estirar el resorte de 7
pulgadas a 13 pulgadas. Posteriormente encontrar el trabajo realizado al estirar
el resorte de 13 pulgadas a 18 pulgadas.

Solucién:

a) 77.13 pg lb
b) 182.112 pg Ib

21) Cuando una particula se ubica a una distancia X pies del origen, una
fuerza de x?+x libras actia sobre ella. ;Cuénto trabajo se efectia al
moverla desde x=0 hasta x=47?

Solucion: 29.33 ft b
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22) Se requiere una fuerza de 53 N para sostener un resorte que esta estirado
desde su posicion natural de 8 cm a una longitud de 15 cm. ;Cuanto trabajo se
hace al estirar el resorte de 8 a 17 cm?

Solucion: 30.66 N m

23) Una particula se mueve sobre una recta de modo que su velocidad en cada
instante t es v(!) =— 61" + 18 1. ;Cudnto se desplaza esta particula en el
intervalo de tiempo [0, 2]?

Solucién: 52

24) Un movil se mueve sobre una recta de modo que su velocidad en cada
instante de tiempo t es L}(f):(2x+ 1)‘. ¢Cuanto se desplaza esta particula en el
intervalo de tiempo [1,5]?

Solucién: 217.33

25) La aceleracién de un objeto en movimiento rectilineo se modela con la
expresion d=—2 ;Cudl es la velocidad y la posicién del objeto cuando =6

segundos?

Solucién:
a) v=12m/s
b) s=36 m/s?

26) Una compafila de motores modela un nuevo prototipo en forma
experimental y determiné que la aceleracién de uno de sus modelos esta
dado por la expresién a =1.5"—0.8¢ . El prototipo se encuentra en reposo al
iniciar las pruebas con tiempo en cronometro de cero segundos ;Cuales son las
expresiones que modelan su velocidad y posicion en cualquier tiempo t? ;Cual
es la posicién y velocidad del prototipo transcurridos diez segundos?
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Solucién:

v=">-04r v(10) =960

Basado en
Competencias

x=025"-0.13, x(10)=2370

27) Determinar la longitud de las siguientes curvas:

a) p=24x, 0<x<1

b

Solucién: If(x) =2428u

b) y:&xz-}x“z 1<£x<4

Solucién: [£(x)=9.916 u

a

c) y=+x-x" 6 0<x<I

]

Solucién: [f(x)=0.392 u

a

d) y=1l-¢",6-35x<0

b

Solucién: [ f(x)=-16.086 u

a

e) y=ln(x+3)—x ,—2<x<I1

b
Solucién: [f(x)=4.044 u

a
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28) Un viento continuo arrastra un globo aerostético hacia el oeste. Su altura por
encima de la superficie de la tierra desde la posicion horizontal x =0 m hasta
x =100 m esta dada por y=80—i(x_ 16)2' Halle la distancia recorrida por el
globo aerostatico.

b

Solucién: [f(x)=.1946.7 u

a

29) Determine el area de la superficie obtenida al hacer girar la curva en torno

al eje x.

a) y=+l1+3x 6 0sxs2
b
Solucién: jf(x):SJr u’

a

b) yzsen(% ,—1<x<1
b

Solucién: [f(x)=0.498 u*

a

c) ),’=]-|-2)(‘2 ,1Sx<2

b
Solucién: [f(x)=35.1337 o’

a

4 y="4+2 1/25x<5/2
6 x

b
Solucién: [f(x)=12.2667 v’

30) Calcula el volumen del sélido de revolucién que se obtiene cuando la regién
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acotada por las curvas y=x*, y=3x, x=0 y x=1 gira alrededor del eje X en
el primer cuadrante.

b

Solucién: [f(x)=2.857m

a

31) Calcular el volumen del sélido de revolucién que se obtiene cuando la regién
2

acotada por las curvas y =sen x, y:(x—Z) , x=1.5y x=2.5 gira alrededor

del eje X en el primer cuadrante.

Solucién: _Tf(x) =0.4687 u’

a

32) Calcular el volumen del sélido de revolucién que se obtiene cuando la regién
acotada por las curvas y = \/_ . y=x, x=0y x=1 gira alrededor del eje x en
el primer cuadrante.

Solucién: j_f(x)z()_lﬁ"f’x u’

a
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