Universidad Auténoma
del Estado de México

JER. SEMESTRE

Maximiliano Adan Evangelista Esquivel
Gabriela Patricia Gonzéalez Navarro
Maria Fernanda Lopez Albarran




L Pensamiento Matematico lli
e Nociones del calculo diferencial

Presentacion

Para conocer un poco mas sobre el calculo es importante sumergirnos en la historia humana, en
donde la curiosidad acelero la busqueda de procesos infinitos que definen el escenario. El viaje
tedrico comenzo al desentranar la historia del calculo, donde los cimientos fueron los procesos
infinitos para entender la variacion ya sea promedio o instantanea, y la compleja descripcion del
movimiento de particulas.

El calculo encontrd sus raices formalmente en el surgimiento del calculo diferencial; esto sucedio
en el periodo crucial de esta rama matematica y en los conceptos que la fundamentan y que hoy
la sustentan. El enfrentamiento con el problema de la recta tangente marca una senal de impulso
en el desarrollo de técnicas y principios, sentando asi, las bases del calculo moderno.

El problema de la recta tangente divide el calculo en dos areas: el calculo diferencial y el calculo
integral. En este modulo analizaremos el problema que implica la grafica de una funcion para el
calculo diferencial; al obtener la recta tangente a la grafica de una funcion, podemos relacionaria
con la velocidad instantanea, lo que nos lleva a uno de los objetivos fundamentales del calculo
infinitesimal gue es el analisis del comportamiento de una funcion cuando eyiste un cambio en su
variable independiente.

Graficamente se visualizan cambios, los cuales permiten identificar la existencia de puntos
maximos o minimos relativos, concavidades e intervalos de crecimiento y decrecimiento; esta
informacion brinda datos muy importantes para diferentes tipos de aplicaciones, tales como Ia
optimizacion de materiales y la trayectoria 0 movimiento de objetos. En este modulo se realizara
un analisis intuitivo de estos conceptos, los cuales, posteriormente, seran estudiados de forma
analitica.
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Tips para cuando se tiene una funcion racional y se evalua la continuidad y se obtiene _:

1. La funcion se evalua sustituyendo el valor de x
2. Los limites los factorizo
3. Compruebo la igualdad del punto 1y 2

Ejemplos:
1) Analiza la continuidad de la funcién  f(x) = x* + 2x* + 2x - 1 en X =1, yrepresenta
graficamente.

1. Evaluamos la funcion en x =1, es decir F(D = (P +2(1)2+2(1) -1

f(1) f(=1+2+2-1

fid]) ==

limx? +2x2 +2x—1
1

2. Obtenemos el limite lim(1)? +2(1)* + 2(1) = 1
limx*+2x* +2x-1=4

3. Comprobamos que ambos resultados f)=4=limx®+2x2+2x—1=4
sean iguales 2

~ lafuncion f(x) = x*+ 2x2 + 2x-1, es continua en x =1

Figura 11.
Grafica de confinwidad F(x) = x3+ 2x2+ 2x -1
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Nota. Fuente: Gonzalez M., G.P. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra.

[Grafica de continuidad 7 {x) = x3+ 2x2 + 2x -{].
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2) Analiza la continuidad de la funcion f (x) = {*_ ~ 3% ijff
1. Evaluamos la funciéon en x = 2, entonces
analizamos cual funcion debemos de f(2)=6 - (27
evaluar de las 2 propuestas, como en f(2)=6_4
f(x) =6 — x2 el dominio es 2, en esa f(2)=2
sustituimos el valor.
_Iil:];-._.'..'{ 3x
X ¥
19 1.159
— 1.99 1.910
FR 1.99]
1.9994 1299
2. Evaluamos el limite, recordando que una Jim 2%~ 3x =2
condicion para que exista el limite es que
existan sus laterales y estos tienen que lim, 6 —x*
ser iguales, entonces evaluamos por la - .
izquierda y por la derecha: = Y
q yp 2.0001 1,999
at - 2.001 I.995
201 1.959
2.1 1.590
lim 6 X" =1
lim f{x) =2
lim f(x)
lim x”

sean iguales

3. Comprobamos que ambos resultados

o Mo

f(2)=6—x=2 = lim|

—~3x=2= Ii|1|1+ﬁ—;|.:~' = 2

x3—-3x six<?
¥=+2" 6=x% six>2

- la funcién f(x) = {*
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t i Actividad 6.

2 “'h Continuidad de una funcién
. en un punto

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza el siguiente ejercicio, sigue
las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para

comenzar con el ejercicio.

.

©
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Pensamiento
Matematico 111
Modulo 11

Fictividad 6
Continuidad de una funcion en un
punto
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Actividad 6.
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en un punto

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza el siguiente ejercicio, sigue
las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para

comenzar con el gjercicio.
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Evaluacién diagnéstica
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2.4 Discontinuidad de una funcion
en un punto

Como vimos en el ultimo ejercicio de la Actividad #. Continuidad de una funcién en un punto,
podemos tener funciones que no sean continuas, a esto se le llama discontinuidad, ejemplo: el
caso del salario, el precio de las tortillas no es continuo, puede tener saltos, y esto depende de
muchas situaciones, pero para determinarlo aplicamos las mismas tres condiciones de continuidad,
y valoramos si la funcion es continua o discontinua.

Ejemplos:

1. Analiza la discontinuidad de la funcion f(x) = ;_—SEH x =—3

[ =rars

1. Analizamos la funcion en x = -3, es decir |

fi—3)m=
f(-3) 5
f(=3) = no esti definida

lim

r=3x+ 3
- 1
o x+31-343
2. Evaluamos el limite
1
0

No existe el limite, porque no esta definido el limite
ya que es una indeterminacion.

No podemos asegurar que en x = -3 |a funcion y
el limite sean iguales, por lo cual diremos que la
funcion es discontinua en x = -3

3. Comprobamos que ambos resultados no
sean iguales

- la funcion f(x) = __ , es discontinua en x = -3

X+3

UAEMEX 79

Pensamiento Matematico Il



4 | Pensamiento Matematico lli
pepshiiprpiiiy Limite y continuidad de una funcion

Figura 12.

1
Grafica de continuidad f(x) = T35

b

Nota. Fuente: Gonzalez N., G.P. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Grafica de continuidad

F k) = #]_

2. Analiza la continuidad de la funcion f (x) = {*"32_ i

1. Evaluamos la funcion en x = -2, entonces f(-2)=(-2)*-6
analizamos cual funcion debemos de f(-2)=4-6
evaluar de las 2 propuestas, como en x*-6 f(-2)=-2

el dominio es -2

2. Evaluamos el limite, recordando que | y
v o ' - u > [
una condicion para que exista el limite sus :-f f:f*"
: = -2 -1, 9591
laterales deben de ser iguales, entonces = % i 1.9599
evaluamos por la izquierda y por la derecha: WML | w1y
3 9 yp ' -2.0001 | -1.9996
I‘\-.. 3
lim_x*—6=-2
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_|!.|.'I_I>+.'{J' — 2X
x " |
=1, Sy o L
at = -1.999 -3.990006
-1, 09 -3 900599 _
-1.9 -3.059
= ]|m+.'ri —2x = —4
x—+=3
lim x*—6=-2+%# lim x> —2x=—4
r—=—32" X :-—'4-!+
3 Gnmprﬂbamﬂs que ambos resultados no lim x?—6=—2 % 1in_1+x3 I .
sean iguales x——1 x 12

x3=2x six<-=2

-6 sizxw—_p ESdiscontinuaenx=-2

~lafuncion f(x) = {

Figura 13.

. o x?—-2x six<-2
Gréfica de continuidad F(x) = U2 "¢ 05 2

Nora. Fuente: Gonzalez M., G.P. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Grafica de confinuidad

_xt=2x six< -2
?’{x}—ixz_ﬁ His_2 1l
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Actividad 7.
Discontinuidad de una
funcién en un punto

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza el siguiente ejercicio, sigue
las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para

comenzar con el gjercicio.

‘k_!*

Universidad .ﬁ.umnnma
del Estado de México

PENSAMIENTO MATEMATICO III
MODULO II

ACTIVIDAD: 7. DISCONTINUIDAD DE UNA
FUNCION EN UN PUNTO

wL
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2.4.1 Tipos de discontinuidad

La continuidad de una funcién

encontraremos puntos donde la funcion no es continua, esto lleva a las ¢

se fundamenta en el anahms de esta sin embargu

Otro ejemplo de una funcion discontinua es el aumento de la tarifa del transporte publico, en
Toluca desde 2001 a la fecha ha tenido un incremento de $4.00 a $12.00. Estos cambios drasticos

graficamente representan un salto, son utilizados para modelar eventos especificos.

Aumento en el transporte publico en Toluca, Edo. Méx.

Figura 14.
Aumento en el fransporte pablico

Ano
EDﬁI
2004
2008
2010
2013

Ta

fa__
4.00
4.50
5.50
7.00

8.00

201/

2013

2017

10.00

P
=
=t

2015

-

2001

araarararariry

12.00

[Fud
LJ
0

2004

Noia. Fuente: Lopez A, M_A. (2025) Elaboracion propia con Excel. [Aumento en el fransporte publico].
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2.4.1 Tipos de discontinuidad
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Figura 14.
Aumento en el fransporte piblico

Aumento en el transporte publico en Toluca, Edo. Mex.

Ao | Tonta |
2000 |$ 400 o
2004 |$ 450 e
2008 |$ 550 i
2010 |$  7.00] 013
2013 |$  8.00]
2017 |[$  10.00 2010
2019 |§ 12,00
2008
2004
001

Nota. Fuente: Lopez A, M_A. (2025) Elaboracion propia con Excel. [Aumento en el fransporte publico).

Pensamiento Matematico Il ~ UAEMeéx 83




Pensamiento Matematico lli
piecp bl vy Limite y continuidad de una funcion

Una funcion presenta una discontinuidad cuando se interrumpe en un punto, porque su limite
no existe, la funcion no esta definida o el valor del limite es distinto al valor de |a funcién. En la
siguiente figura se muestran los fipos de discontinuidad con las condiciones que debe satisfacer
para poder clasificarla.

Figura 15.
Tipos de discontinuidad

Discontinuidad evitable
Condicion
1. Um; ) ="k
2Af(a)o f'(a) #k
Discontinuidad de salto
Condicion 1:
1. Um, - f(x) =L;
2. m.,. .+ f(x)=1Lp
Ly # Ly
Condicion 2:
Lo S ) = L 0 L =

2. lim,_,o-f(x) = oo, lim,_,+f(x) = Lp,

Discontinuidad asintética
Condicion:

1. lim - f(x) = lim_, +filx) =

En este tema se analizaran los tipos de discontinuidad que puede tener una funcion en un punto
especifico, x = a. Este analisis permite entender como se comporta la funcion cerca de este valor.

Analicemos cada tipo de discontinuidad definidas en el punto x = a:

Pensamiento Matematico Il ~ UAEMeéx a4



e Pensamiento Matematico lli
e Nociones del calculo diferencial

1.1 Antecedentes del calculo
diferencial

El calculo es una rama que ha tenido un papel fundamental en el crecimiento de la ciencia y la
tecnologia; todo esto debido a que nos ayuda a comprender y modelar fendomenos dinamicos y
variables.

Para aprender y entender el calculo, es importante que veamos algo de su historia, empezaremos
por los principales personajes junto con sus aportaciones, lo cual nos ayudara a entender mejor
la percepcion y evaluacion del calculo a lo largo del tiempo. También hablaremos de los procesos
infinitos, una definicion base en el calculo debido a que nos deja ver los fundamentos de limites;
asi podemos iniciar a entender como funcionan las magnitudes que se aproximan al infinito.
Posteriormente exploraremos continuidad debido a que nos dejara entender las ideas basicas
que son la base del concepto del calculo.

Para ello es necesario comprender las variaciones promedio e instantaneas, y a traves de ellas
conocer el cambio en el tiempo y a la vez, entender el movimiento de particulas o la precision de
la trayectoria y velocidad de objetos en movimiento.

El calculo diferencial se ha convertido en una herramienta fundamental de la ciencia, la ingenieria
y otras areas del conocimiento; a fin de conocer y comprender el mundo que nos rodea. Se
encarga principalmente de estudiar el cambio.

Todo esto con la intencion de lograr una conexion entre la historia del calculo y su importancia
actual, considerando la percepcion y descripcion de los fenomenos del mundo actual.

Para dar inicio al curso, es muy importante adentrarnos en los principios, sobre todo comprender
como fue posible que personajes tan brillantes hicieran contribuciones para resolver diversos
problemas con un alto grado de dificultad y, sobre todo, darnos cuenta de que esas mismas
aportaciones son hoy las mismas con las que seguimos resolviendo problemas en la actualidad.
Esto puede producir cierto interés para algunos al averiguar un poco mas del mundo de las
matematicas, pero sobre todo del calculo y de sus aplicaciones.

A fin de darmos cuenta que el calculo nacio en la antigua Grecia, retrocederemos un poco en
el tiempo; podria pensarse que fue ufilizado en la astronomia mediante la cuadratura de los
poligonos, pero esto se refiere mas al area de una figura plana; si hablaramos de la cuadratura
del circulo nos referimos a dibujarla con una regla no cuadrada y un compas; la duplicidad del
cubo, la triseccion de un angulo y la inscripcion de poligonos regulares en una circunferencia, son
algunos problemas que fueron resueltos por diversos matematicos en la antiguedad: Arquimedes,
Eudoxo, Pitagoras y Tales de Mileto.

Acerca de las contribuciones de cada uno de ellos, hablaremos a continuacion.
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Discontinuidad evitable
Una funcion f tiene una discontinuidad evitable en a si se cumplen las dos condiciones siguientes:

- El limite de la funcién existe lim—af(x) = k
- La funcion no esta definida en a o tiene un valor diferente A f(a)o f'(a)# k

Figura 16.

Ejemplo de discontinuidad evifable
-

ko
El 8

Nota. Fuente: Lopez A., M.A. (2025) Elaboracion propia con Geogebra. [Ejemplo de discontinuidad evitable].
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Discontinuidad inevitable de salto
Una funcion f tiene una discontinuidad salto en a si se cumplen las dos siguientes condiciones:

Los limites laterales existen, pero no coinciden

lim,.~f(x) =L
“mx—*ﬂ"'f'[x) =Lp

Figura 17.
Ejempio de discontinuidad de salto
'
O
— — . = — = — — -
L] [] ] \ -
[] [

Noita. Fuente: Lopez A, M.A. (2025) Elaboracion propia con Geogebra. [Ejemplo de discontinuidad de salto]
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Discontinuidad asintotica

Una funcién f tiene una discontinuidad asintética en a si se cumplen las dos condiciones
siguientes:

- Los limites laterales de la funcion son infinitos

lim, .- fx) = lim, +f(x) = +o0

Figura 18.
Eiemplo de disconfinuidad asintotica

Nota. Fuente: Lopez A., M.A. (2025) Elaboracion propia con Geogebra. [Ejemplo de discontinuidad de salto]
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A fin de comprender las condiciones para clasificar el tipo de discontinuidad, vamos a realizar
algunos ejemplos:

1. Determina el tipo de discontinuidad que presenta la funcion:

21
a) f(x) =T enx= -1

(=1)* =1
=] 4 1

f(=1) =

1=1
-1+1

fl=1) =
Evaluamos la funcion en x = -1

_ 0
fi-1)==

~ la funcion es indeterminada en f(—1)

; =1 (1)1
Mas1yd1  —1+1
' P . 2
Analizamos el limite de la funcion en x = -1 o —llzg
X

_ xs—1
lim .y o

X f(x)
-0.9 -1.9
-0.99 -1.99

-0.999 -1.999 El Limite tiende
-0.9999 |[-1.9999 | a-2

-0.99999 | -1.99999

Como la funcion y el limite no estan

definidos analizamos los limites laterales. lim 1+x
XY -
X f0)
-1.1 -21.0
-1.01 -201.0

-1.001 -2001.0
-1.0001 |-20001.0 | El Limite tiende
-1.00001 |-200001.0 | @-2

Entonces: lim, .- f(x) = lim,_ .+ [(x)
L! = Lu
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- La funcion no esta definida A £ (-1)

Conclusion - El limite existe
2
x-—1
li = =3
M1 3
Figura 19.

=1
¥4+1

Grafica de la funcion f(x) =

Ful
™

4 3 -2 1 0 /-.
Grafica de la funcién 1

Nora. Fuente: Lopez A, M_A. (2025) Elaboracion propia con

::uL]

Geogebra. [Grafica de la funcion f(x) =

X+

Tipo de discontinuidad: | Evitable

2. Determina el tipo de discontinuidad que presenta la funcion en x = 1.

1+x

Dsix=1
: 1+1
f(1) = P
. 2
Evaluamos la funcion en x= 1 f(1) = =

-~ la funcion es indeterminada en (1)

; 1+x 1+1
i J e |
Analizamos el limite de la funcion en x = 1 =
0

~ &| limite es indeterminado
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| 1+x
R l=—2
X f(x)
0.9 19.0
0.99 199.0

0.999 1999.0
0.9999 19999.0 El Limite tiende
0.99999 |199999.0 | @

Como la funcion y el limite no estan| ., ;rlﬂ:
definidos analizamos los limites laterales el R
X f(x)
13 21.0
1.01 -201.0

1.001 -2001.0
1.0001 -20001.0 El Limite tiende
1.00001 |-200001.0| @-%°

Los limites laterales no son iguales.

Ly # L

Los limites laterales Ly =ooy Lp=-c0 porlo que en

Conclusion ; S B .
¥ =1 existe una asintotica vertical.

Figura 20.

Grafica de la funcion flx) = [r; sizel

Oxir=1

ftllp-arnl *® ‘Ii
Punio (1,0) |

Grafica de la funcion

Noia. Fuente: Lopez A., M.A_ (2025) Elaboracion propia con

14 .
“sixe1l

Geogebra. [Grafica de la funcion flx) = {IBI e ]

Tipo de discontinuidad: | Asintética
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3. Determina el tipo de discontinuidad que presenta la funcion en x = 3.

¥+ 1lsix<3

& flx)= x—1six>3
f(x)=x+1
f(3)=3+1
Evaluamos la funcion f(x)=x+ 1 enx= 3.
f(3)=3+1
~ la funcion esta definida en f(3)
lim, _4-x+1
X f(x)
2.9 3.9
2.99 3.99
2.999 3.999
2.9999 3.9999 El limite tiende
Analiza los limites laterales en lafuncionen| |2.99999 |3.99999 [ @4
X=3 |
Im zoz+ X —1
X f(x)
3.1 2.1
3.01 2.01
3.001 2.001
3.0001 2.0001 El limite tiende
3.00001 |2.00001 | @2
Los limites laterales existen, pero no son iguales.
Clasificamos la discontinuidad Ly # Ly
La funcion presenta una discontinuidad de salto
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Figura 21. PR T
r . 5 -
Grafica de la funcion [z} = ﬂ_ |_-;Ii;; 3

4 [ ]
2 O
2 0 2 | 6 8

.
Nota. Fuente: Lopez A., M_A. (2025) Elaboracion propia con

jr+lsix=3 ]

Geogebra. [Grafica de lafuncion flo =" | .3

Tipo de discontinuidad: | De salto

Actividad 8.
Tipos de discontinuidad

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza el siguiente ejercicio, sigue
las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para

comenzar con el ejercicio.

Universidad Autdonoma
del Estado de México

PENSAMIENTO MATEMATICO IIT
MODULO IT
ACTINIDAD 8

TIPOS DE DISCONTINUIDAD
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2.4.2 Ecuacion cuadratica: resolucion por
factorizacion y por formula general

En alguna ocasion, sin darte cuenta has realizado movimientos parabolicos: dar un salto hacia
enfrente o hacia atras, asi como el lanzamiento de un balon, estos son mas comunes de lo que

Crees.

Figura 23.
Movimiento parabalico

\

%

\
¥ 4

{ 4

Nota. Fuente: Castaneda, C., L. A, (2025). Creacion propia con Canva. [Movimiento parabolico]. hitps:/fwww.canva.com

Este tipo de movimiento es representado graficamente por medio de una parabola y analiticamente
mediante una funcion cuadratica.

Es una parabola vertical que abre hacia arriba o hacia abajo que puede tocar en uno, dos o ningun
valor al eje x, mediante el trazo podemos determinar esos puntos; sin embargo, nos enfocaremos
a obtener estos mediante |la solucion de la ecuacion cuadratica asociada.

UAEMEX 93
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Tabla 5.
Raices de una ecuacion cuadratica
Ecuacion de segundo grado: ax*+bx+c=0
IJT \ Illll IIJII

\ ‘ \ / \ /
\ \ / \ /

k f \ ,-" \ /

\ \ \ /
\1 / H\ =2y x=d / N == f,’
e A S5

o] A

Nota. Fuente: Lopez A, M.A. (2025) Elaboracion propia con Geogebra [Raices de una ecuacion cuadratical.

Para efectos de este curso veremos los métodos de factorizacion y el uso de la formula general
como herramientas fundamentales para la resolucion de ecuaciones cuadraticas. Estos métodos
permiten simplificar ecuaciones cuadraticas y encontrar las soluciones.

a. Factorizacion: Consiste en convertir la ecuacion cuadratica en un producto de dos o mas
factores mas simples, por ejemplo, para la expresion x* - Zx = 0 el término comun es x por lo que
la factorizacion es x (x - 3) = 0 y aqui despejar x de cada factor. Veamos los siguientes casos:

Factorizacion de laformax?+ bx+c=0

1. El trinomio se descompone en dos factores X*+3x+6=0

(binomios) cuyo primer término es la raiz ,

cuadrada del primer termino del trinomio. = ) (x =9
3+2=5

2. Se buscan dos numeros cuya suma sea el

valor del segundo término y cuyo producto sea (3)(2)=6

el valor de tercer término, seran los segundos

términos de los binomios. (x+3)(x+2)=0

X+3=0 x+2=0

3. Despejamos la incognita en cada factor.
X=-3 X=-2
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1.1.1 Personajes historicos y sus aportaciones
asociadas al desarrollo del calculo diferencial

Las contribuciones de los matematicos griegos sentaron base para el posterior desarrollo del
calculo y la teoria de cuadraturas en la matematica actual, asi como el concepto de limites y
sumas infinitas, estos fueron esenciales para la conceptualizacion del calculo diferencial y asi
pudieran retomarlo futuros matematicos.

El siglo XVII fue uno de los siglos mas importantes para la historia de las matematicas. En este
hubo aportaciones muy importantes para el calculo iniciando desde el concepto y analisis de
curvas y tangentes. Entre los matematicos mas importantes podemos considerar a Gottfried
Whilhelm Leibniniz, Isaac Newton y René Descartes.

René Descartes

Filosofo matematico y cientifico francés que desempend un papel fundamental en la
geometria analitica, ya que infrodujo el sistema de coordenadas, permitiendo representar
puntos como parejas ordenadas.

Su aportacion mas importante respecto a la descripcion de curvas fue la habilidad de
expresar ecuaciones algebraicas para representar formas geometricas (circulos, elipses y
otras curvas). También le debemos el concepto de tangente de una curva en un punto dado
(calcular la pendiente de una recta que toca a una curva en ese punto y se aproxima a ella).

Figura 1.
René Descartes

Nota. Fuente: Gonzalez N., G.P. (2025). Creacion propia con Open Al. ChatGP [Rene
Descartes] https:/ffiles.oaiusercontent. com/file-
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Factorizacionde laformax?+bx+c=0

X2-2x-15=0
Paso 1.
(x )x )=0
H+3=.2
Paso 2. S @)EA5
(x-3)(x+3)=0
k-5=0 x+3=0
Paso 3.
x=5 X=-3

Factorizacion delaforma ax?+bx+c=0

1. El trinomio se descompone en dos factores 15x2_ Tx-4=0

(binomios).

2.5e descompone el coeficiente 15x? y el BX ~ —4 -12x

término independiente -4 en dos valores de tal t><

: Ty 3xX - - 5x

manera que al realizar la multiplicacion cruzada

la suma sea el término central. -x
)4 -4 -12x

3. Los binomios que factorizan el polinomio se 3X 1 oX

escriben por fila. -Tx

(5x_4) (3x+1)=0

Bx_4=0]|3x+1=0

ox =4 x=_1
4. Despejamos la incognita en cada factor.

_ N _—1
X = 5 s—
- | =S
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Factorizacion de laforma ax?+bx+c=0

Paso 1. 4x2 _12x+9=0
2X hwﬁ}a i, _6x
Paso 2. R e ‘ﬁ 3 -Bx
2x _3 o= 4
2X -3 -6x
Paso 3.

(2x—3) (2x-3) =0

2X_-3=0| 2x=-3=10

2x=3 2X =3
Paso 4. 4
.-'{?:._g.. IE:E
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b. Formula general: Se aplica cuando una ecuacion cuadratica no se puede factorizar facilmente
usando meétodos simples, la cual aplica con cualquier ecuacion de segundo grado. Esta
representada por:

_ b +/b? — 4ac
= Za

X

Mediante los siguientes ejemplos veamos su aplicacion:

Solucion de una ecuacion cuadratica por formula general ax?+bx+c=0
2 _Kh+G=
Paso 1. Identificamos los valores F=3+0=0
correspondientes de a, by c. 3=1 b=_5 c=6
—bh + Vb2 — 4ac
=
Paso 2. Sustituimos a, b y ¢ por valores entre 2a
paréntesis.  —(=5) + (52— 4(2)(6)
T 2(1)
5+ V25— 24
STV
Paso 3. Multiplicamos signos y valores que
estén juntos en los paréntesis g JI
*=T2
Paso 4. Obtenemos raiz cuadrada del numero %1
indicado =
_9+1 5—1
X, = 5 X5 = 5
B 4
Paso 5. Los signos + nos indican que vamos a SR X255
encontrar dos valores para x
X, =3 X =12
Nota: Factoriza la ecuacion para comprobar el
resultado.
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Solucion de una ecuacion cuadratica por formula general ax*+ bx+c =0

32 _1MMx+6=0
Paso 1.

a=3 =1 c=6

_—b+ vhE —dac

= 2a

o AT J (—11)2 = 4(3)(6)
- 2(3)

11 ++/121 — 72
B 6

o

11 4+ 449
r =

Solucion de una ecuacion cuadratica por formula general ax*+ bx+c=0

_3x_10=0
Paso 1.

a=1 b=_3 c=_10

b+ —dac
B 2

X

I ) - 4 (=3)% = 4(1)(-10)
- 2(1)

3£ +40
- 2

_3+449
T2

X

X
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Actividad 9.
| - Ecuacién cuadratica:
e resolucion por factorizacion
® y por formula general

del Estado de México

Instrucciones: para reforzar el fema visto, realiza el siguiente ejercicio, sigue
las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para
comenzar con el ejercicio.

O @
PENSAMIENTO -
MATEMATICO Il w&iscand
MODULO II
ACTIVIDAD 9

—— ECUACION CUADRATICA:

[ RESOLUCION POR ,

o FACTORIZACION POR FORMULA
GENERAL
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Actividad 9.
| - Ecuacién cuadratica:
e resolucion por factorizacion
® y por formula general

del Estado de México

Instrucciones: para reforzar el fema visto, realiza el siguiente ejercicio, sigue
las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para
comenzar con el ejercicio.

O @
PENSAMIENTO -
MATEMATICO Il w&iscand
MODULO II
ACTIVIDAD 9

—— ECUACION CUADRATICA:

[ RESOLUCION POR ,

o FACTORIZACION POR FORMULA
GENERAL
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2.4.3 Puntos de discontinuidad en funciones
algebraicas racionales

Una funcion algebraica racional es el cociente de polinomios en donde el grado del polinomio del
denominador es por lo menos 1.

_ P(x)
flx) =———
Q(x)
Algunos ejemplos de funciones racionales son:
¥t +x+1 X
fl) ==—— f) =23
: x+1 ey T .
flx)=—— )= 58

En este tipo de funciones los puntos de discontinuidad ocurren cuando el denominador se anula,
es decir: @ (x) = 0. Los tipos de discontinuidades principales son:

Tabla 6.
Tipos de disconfinuidad en funciones algebraicas racionales
1. Discontinuidad evitable o removible 2. Discontinuidad infinita o asintotica

- Ocurre cuando el factor que anula el|-Ocurre cuando el factor que anula el
denominador también anula el numerador %. denominador no se cancela con el numerador

L

- La discontinuidad se puede corregir 0

simplificando la funcion. - La grafica muestra una asintota vertical en
ese punto.

- La grafica muestra un hueco en ese punto.
- Los limites laterales tienden a infinito

- El limite existe lim,_, f(x) =L

L, = limy - f(x) = 4o
. Ly = limy_ 0 f (x) = +o0
I
.r/ I
1 O’f / ;

bl

Noia. Fuente: Lopez A, M.A. (2025) Elaboracion propia con Geogebra. [Tipos de discontinuidad en funciones algebraicas racionales].
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Ejemplo 1. Determina los puntos donde la funcion no es continua y el tipo de discontinuidad que

presenta la funcion f (x) = *¥*3 . 5j es removible, corrige la discontinuidad; si es infinita, obtén

x-3

la ecuacion de las asintotas verticales. Traza la grafica.

1. Igualamos a cero el denominador Q (x) = 0. x-3=0
., x-3=0
2. Resolvemos la ecuacion para obtener el
valor de x.
X=3
F) =t
3. Sustituimos x= 3 en f(x) f(3) = 3{33]_25
f@) =3

3x+5_3(3)+5
*3%—3  3-3

lim

4. Calculamos el limite de la funcion en x = 3.

_u
0
i e 3x4+5
x—3
X f(x)
2.9 -137
2.99 -1397
2.999 -13997
2.9999 -139997 El limite tiende
2.99999 |-1399997 | @-*°
2. Desarrollamos lo limites laterales
lim ., _5+ 3;_+35
X f(x)
3.1 143
3.01 1403
3.001 14003
3.0001 140003 El limite tiende
3.00001 | 1400003 a o
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Figura 24.
ﬁ 3r+5

Grafica de fa funcion fix) —

6. Grafica & ] \\

Nota. Fuente: Lopez .ﬁ. M.A. (2025) Elaboracion propia con

Geogebra. [Grafica de la funcion f(x) = ?.‘E.tjs 1.

La funcion es discontinuaen x=3

Asintota:

Tipo de discontinuidad: infinita ru3

Ejemplo 2. Determina los puntos donde Ia funcion no es continua y el tipo de discontinuidad que

presenta la funcion f(x) = = ¢ 1 : Sl €s removible, elimina la discontinuidad; si es infinita,

obtén la ecuacion de las asintotas verticales. Traza la grafica.

Igualamos a cero el denominador Q (x) = 0. X¥+dx+6=0
3+2=95
(3)(2)=6

= + + =
Resolvemos la ecuacion para obtener el valor (x+3)(x+2)=0

dex
Xx+3=0 x+2=0
X=_:3 Y= .22
Como obtenemos dos valores de X, se debe Flx) = — x+2
realizar el analisis para cada uno. X2 +5x+6
o -2+ 2
Sustituimos x = -2 en f (x) F=2) = s 6
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-2+ 2
- 1046

f(=2)=4

: 0
f(-2) =3

Por lo tanto, es indeterminado.

x+ 2
2 +5x+6

flx) =

342
(-3)2 + 5(=3) + 6

f(-3) =

—15+6

Sustituimos x = -3 en f(x) f(=3) = G

f-3)=—

~ |la funcion no esia definida

x4+ 2 x+ 2
2(x + 3)(x + 2)

El resultado de la funcion f (-2) =% es

indeterminado, por lo cual resulta necesario =lim, _, P . d
factorizar para obtener el valor del limite. x+3 —-2+3
Calculamos el limite de la funcion en x = -2. =7= 1

~ el limite existe

Analizamos el tipo de discontinuidad:
- La funcion es indeterminada en x = -2, f(-2) = %
- El limite existe

La funcion f (x) presenta una discontinuidad evitable en el punto (-2, 1)

" x+2Z " x+2
M3 5x+6 R E+3)E+2)
1
El resultado de la funcion f (-3) =77 es 1 1
indeterminado, por lo cual resulta necesario = lim x+-3y 13 —3+3

factorizar para obtener el valor del limite.
Calculamos el limite de la funcion en x = -3.

1
0
~ el limite no esta definido, por lo que
procedemos a obtener los limites |aterales.
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Isaac Newton

Fisico y astronomo inglés, su mayor contribucion fue la comprension de las curvas y la
tangente. Desarrollo el método de diferencias, forma inicial del calculo, el cual servia para
aproximar las tangentes a una curva, trabajando con diferencias finitas, para estimar la

pendiente de una tangente en un punto.

Otro aporte muy valioso fue la creacion del concepto fundamental de la derivada, herramienta
mas importante del calculo. Enfoco sus esfuerzos en la fisica al hacer uso del calculo para
describir el movimiento y la gravitacion.

Figura 2.
Isaac Newifon

Nota. Fuente: Gonzalez N., G.P. (2025). Creacion propia con Open Al. ChatGPT
[Isaac Newton] hitps:/files.odiusercontent. com/file
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lim .. _3- :

xX+3

X f (X)
2.9 10
-2.99 100
2.999 | 1000
-2.9999 | 10000 El limite tiende
-2.99999 | 100000 a
L =

Obtenemos los limites |laterales

_ 1
Hm s x+3

X f(x)
-3:1 -10
-3.01 -100

-3.001 -1000
-3.0001 |-10000 El limite tiende
-3.00001 | -100000 -

Ln = —&0

Analizamos el tipo de discontinuidad.

-La funcion no esta definidaen x=-3, f(-3) = Tl

-Los limites laterales L; =0, Ly =—c0

La funcion f(x) presenta una discontinuidad infinita

La grafica tiene una asintota vertical en
Tipo de discontinuidad: infinita
X=-3
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Figura 25. i
Grafica de la funcion f (%) ———-
| .

i

\
Grafica

\ i
'\'-. asinioia |
'-II = 3
\

|
Nota. Fuente: Lopez A, M.A. (2025) Elaboracion propia con
Geogebra. [Grafica de fa funcion f {x) =

x4

riESr+6 I

La funcion es discontinuaenx=-2y x=-3

Tipo de discontinuidad:

= -2 evitable
x = -3 infinita

¥ =Tx i 10x

3 =G4 200

la ecuacion de las asintotas verticales. Traza la grafica

Ejemplo 3. Determina los puntos donde |a funcion no es continua y el tipo de discontinuidad que
presenta la funcion f(x) = - 5] es removible, elimina la discontinuidad; si es infinita, obtén

Igualamos a cero el denominador @ (x) =0

-9+ 20x=0

X_9x2+20x=0

Xx(F_9x+20)=0
5.4=-9

Resolvemos la ecuacion para obtener el valor

de x. (-5) (-4) = 20

X(x=-3)(x-4)=0

o X-5

=0
Xx=5

S SO |

b
|
(T =N
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Como obtenemos dos valores de x, se debe

realizar el andlisis para cada uno. £(0) = (0)* = 7(0)* + 10(0)

(0% —9(0)% + 20(0)

Sustituimos x=p en f(x) ) 0
f(0) = -
0

Por lo tanto, es indeterminado

x3 —7x% 4+ 10x
x3 —9x¢ 4+ 20x

fx) =

(4)* = 7(4)* + 10(4)
(4)3 —9(4)2 + 20(4)

@) =

Sustituimos x = 4 en f(x) 64 — 112 + 40
flaf ===

— 144 + 80

, —8
f(4) e

Por lo tanto, la funcién no esta definida.

x° = 7x* + 10x

F&) = o208

(57 — 7(5)* + 10(5)
(5)3 — 9(5)2 + 20(5)

Sustituimos x = 5 en f(x) 125 — 175 + 50
5l =
f5) =135 —225 3 100

f(5)=

0
f5) =5

Por lo tanto, es indeterminado

X2 - Tx2+ 10x

x(x2-Tx+10)
Factorizamos el numerador para simplificar
la funcion y analizar el limite alrededor de los D-2=-7
valores de x
(-9) (-2) =10

X(x=3)(x-2)
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_ - il s i 1 - S x(x—5)(x—2)
M0 T ox2 + 200 M E 0 x(x— 5)(x — 4)
El resultado de la funcion f (g) = % es
indeterminado, por lo cual resulta necesario W W
factorizar para obtener el valor del limite. “x—4 0-4
Calculamos el limite de la funcion en x = (. = :_i = % - %

~ | limite existe

Analizamos el tipo de discontinuidad.:

- La funcion es indeterminada en x=0, f(0) = .E;

- El limite existe |im ,_,* 1>
x—0x* +20x 2

La funcion f (x) presenta una discontinuidad evitable en el punto (0,1 ).

y x*=7x*+10x _ " x(x —5)(x — 2)
Wzt sl _0pZ 1202~ gl —5ix—4)
; X —
= lim, .4
.. _& x—4
El resultado de la funcion f (p) = 7 es
indeterminado, por lo cual resulta necesario 42
factorizar para obtener el valor del limite. C4—4
Calculamos el limite de la funcién en x = 4. s %

~ el limite no esta definido, por lo que
procedemos a obtener los limites laterales.

i x—2
1 P ¥ 4
X f(x)
3.9 -19
3.99 -199
Obtenemos los limites |laterales 3 999 -1999
3.9999 -19999 El limite tiende
3.99999 |-199999 | @-%

L|| = =)
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_ x—2
lim g+ —— )
X f(x)
4.1 21
4.01 201
4.001 2001
ncinar S st Ll El limite tiende
4.00001 | 200001 a oo

L, =u0

Analizamos el tipo de discontinuidad:

- La funcion no esta definidaenx=4,f(4) = f

- Los limites laterales Ly =—o00, Ly=00

La funcion f(x) presenta una discontinuidad infinita

. o e La grafica tiene una asintota vertical en
Tipo de discontinuidad: infinita 9 suid
| x}—7xt+10x x(x—5)(x—2)
lim ,_ =— . = lim ,_,,
x3—9x2 + 20x x(x —5)x—4)
El resultado de la funcien f (5) =3 es .
indeterminado, por lo cual resulta necesario &4
factorizar para obtener el valor del limite. 5_ 2
o - T 5—4
Calculamos el limite de la funcion en x = 5.
=7=
=~ el limite existe

Analizamos el tipo de discontinuidad:

- La funcion no esta definidaen x= 5, f(5) = :—:

- " . 3722 410; .
- El limite existe lim " x=3

¢S -Gy 4 20x

La funcion f(x) presenta una discontinuidad infinita

La funcidn f (x) presenta una discontinuidad evitable en el punto (5,3).
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Figura 26.
Gréafica de fa funcion flx) = S5

Grafica — BY m g v

Acinbota
=4

Nota. Fuente: Lopez A, M..ﬁ... (2025) Elaboracion propia con
Geogebra. [Grafica de la funcion fe) =522 |

x = 0 evitable

Tipo de discontinuidad: x =3 evitable

X = 4 infinita

Actividad 10.
Puntos de discontinuidad
en funciones algebraicas

racionales

o

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza el siguiente ejercicio, sigue

las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para
comenzar con el ejercicio.

%
5.

niverpded Autlanoms
del Estado de México

I RN % - e
PENSAMIENTO MATEMATICO III

MODULO II

ACTIVIDAD 10. PUNTOS DE
DISCONTINUIDAD EN FUNCGIONES
ALGEBRAICAS RACIONALES

INICIAR

Pensamiento Matematico Il UAEMeEX
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2.9 Continuidad de una funcion en
un intervalo abierto y cerrado

La continuidad de una funcion en un intervalo describe el comportamiento de la funcion sin saltos
o interrupciones Tenemos diferentes tipos de intervalos, el intervalo abierto que se representa

analizaremos.

Un intervalo abierto es un conjunto de numeros reales que comprende todos los valores entre dos
extremos ay b, pero sin incluir dichos extremos. Se representa como (&, b). Un intervalo cerrado
incluye también los extremos a y b Se representa como [a, b].

Veamos los casos de continuidad de una funcion para cada tipo de intervalo:

1. La funcion es continua en un intervalo abierto (a,b) si es continua en todos y cada uno de los
puntos del intervalo.

lim, . f(x) = f(c) para todo ce (a, b)

2. La funcion es continua en un intervalo cerrado [a,b] si es continua en todos y cada uno de los
puntos del intervalo (a,b) y ademas si los limites laterales estan definidos.

lim,_,+f(x) = f(a)

lim,_ ,-f(x) = f(b)

Ejemplo 1. Analiza la continuidad en el intervalo (-5,5) para la funcion f (x) = v25 — x%

Tabulamos algunos puntos en el intervalo
X f(x)
-5 0
- 3
-3 -
-2 4.58
Analizamos la continuidad en el intervalo -1 4.89
abierto (-5,9), graficando la funcion. 0 5
1 4.89
2 4.58
3 4
= 3
5 0
f(x) =25 — x? existe para todos los valores del intervalo
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Figura 27.
Grafica de la funcion f (x) Y25 = x?

Grafica de |la funcion

Nota. Fuente: Lopez A, M.A (2025) Elaboracion propia con

Geogebra. [Grafica de la funcion f(x) = v25 - x* |.

De acuerdo con la grafica, la funcion no presenta puntos de discontinuidad en el intervalo (-5, 5)

Ejemplo 2. ;La funcion f (x) =i es continua en el intervalo (-1, 4)?

Tabulamos algunos puntos en el intervalo
X f(x)
= -3
Analizamos la continuidad en el intervalo 0 A
abierto (-5, 5), graficando la funcioén. 1 3
2 1.5
3 1
4 0.75

La funcion f(x) no existe en x = 0, es discontinua tiene una asintota vertical

Figura 28. .
Grafica de la funcion  {x) ;:

¢

Grafica de la funcion TN TR

&

Nota. Fuente: Lopez A., M.A. (2025) Elaboracion propia cof

Geogebra. [Grafica de la funcion T {x) = Ji ].

La funcion no es continua en el intervalo (-1, 4)
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Ejemplo 3. ;La funcion 7 (x) = 2x* - 3x es continua en el intervalo [-3,2]7

Tabulamos algunos puntos en el intervalo
X f(x)
-3 27
1. Analizamos |la continuidad en el intervalo -2 14
cerrado [-3,2] -1 5
0 0
1 =1
2 2
Como es un intervalo cerrado analizamos los limites laterales.
lim,,_q+f(x) =2x° — 3x lim,.,_.+f(x) = 2x% — 3x
X f (%) X f(X)
-3.1 28.52 -2.9 2552
-3.01 27.1502 -2.99 26.8502
-3.001 27.015002 -2.999 26.985002
-3.0001 27.0015 -2.9999 26.9985
-3.00001 27.00015 -2.99999 8]
Por lo que el limite tiende a 27 Por lo que el limite tiende a 27
Iimx_}_:q-lrf{x) — 2? me_,_;,]+f(ﬂ —_ 2?

f (x) esta definida en todo el intervalo y los limites laterales sonigual 1, = L,

Grafica de la funcion ) Figura 29.
Grafica de la funcion f {x) = 2x2- 3x

f I I-I i [ L |

Nota. Fuente: Lopez A., M.A. (2025) Elaboracion propia con
Geogebra. [Grafica de la funcion f (x) = 2x%- 3x 1.

~ la funcion es continua en el intervalo [-3, 2]
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Actividad 11.
Continuidad de una funcién
'® en un intervalo abiertoy
® cerrado

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza el siguiente ejercicio, sigue
las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para
comenzar con el ejercicio.

l'.onhmithd de una
funcidén en un
ml‘ervdlo abierlo y
mrrodo

¥
i
!
-
R
g i
w

4P

pensamienTto MaremdarICO III
MODULO II
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Leonhard Euler
Introdujo la denotacion de funcion que se utiliza actualmente f (x); ademas, estudio las
funciones exponenciales y logaritmicas a profundidad, asi como las funciones exponenciales
complejas.
Figura 3.
Leonhard Euler
Nora. Fuente: GDF;IEé|E2 M., G.P. (2025). Creacion propia con Open Al. ChatGPT
[Leonhard Euler] https:/files.oaiusercontent. comfile-
Pensamiento Matematico Il -~ UAEMéx 15



4 | Pensamiento Matematico lli
pepshiiprpiiiy Limite y continuidad de una funcion

2.6 Problemas de aplicacion

El uso de limites y continuidad es esencial para resolver problemas practicos en areas como la
economia, fisica, ingenieria y biologia. Mediante estos conceptos podemos predecir tendencias,
optimizar procesos y comprender situaciones en variables de un modelo matematico. Veamos
algunos ejemplos:

150085 ¢

Caso 1. La poblacion de una especie esta dada por la funcion P (f) = =5z —, donde t representa
el tiempo transcurrido en anos. Calcula el limite cuando t para predecir el tamafo maximo
poblacional.
_ _ 1500t + ¢
lim,_P(t) =lim,_ Srgr
c 2
1;;]2[}5 i tii
limiLuP(t) = lim,.0 :
t , 5i2
AN
1500 + %

lim, . P(t) = lim;_... 1
E-I_ 5

Obteniendo el limite de la funcion _ .
Haciendo uso del siguiente teorema:

J]EF= Oparak € Ryn € N
I S 1500 + 0
L

1500
lim, . P(t) =

5

lim, .,.,P(1) = 300

El tamarfo maximo poblacional es de 300 individuos

Caso 2. Una empresa produce articulos con un costo total expresado por Ia funcion C (x) =
3x? - 15x + 100 , donde x representa la cantidad de articulos vendidos. Calcula el limite cuando la
produccion del costo promedio

. CEx): . 3x" = 15x + 100
b — = Hm.u
X X
_ Cix) 3x2  15x 100
lim,_. =T e - +
A & & X
Obteniendo el limite de la funcion ) 100
lim, o T =1lim,. ,.3x=15 +T

Haciendo uso del siguiente teorema:

Pensamiento Matematico Il ~ UAEMex 114



Universidad Auténoma
del Estado de México

Pensamiento Matematico lll
Limite y continuidad de una funcion

lim —=0parak € Byn € N

F— IH

Clx
Iiqum% =3(e)—-15+0

€@ _

lim,._.
A= O x

ca

El costo promedio aumenta indefinidamente

2L+ 58It <3

Caso 3. La velocidad del flujo de agua en una tuberia esta dada por la funcion: v (f) = ler 4 1si0 23
donde t representa el tiempo en minutos. Se desea conocer si la funcion es continua en = 3.

Para que una funcion sea continua deben cumplirse las siguientes condiciones:

a. Existe el limite de la funcion 7 (x) en x = a. f(a), esto es: lim f(x) =1

b. La funcion esta definida en x = a, es decir, existe f(a), estoes:f(a) =L

c. Los dos valores anteriores coinciden, esto es: im f(x) = f(a)
A=

Verificamos los criterios de continuidad de una funcion.

Sustituir £= 3 en la funcion v (f)

Utilizamos v (f) = 6f + 1 ya que la desigualdad
incluyeat=3

v (f) = 6t+1
v(3)=6(3) + 1
v(3)=19

La funcion esta definida

Obtenemos los limites laterales

limya-v(t) =2t +5

t v (1)
2.9 0.8
2.99 -0.98
2999 |-0.998
2.9999 |-0.9998
2.99999 |-0.99998

Por lo tanto ., = -1

lim,_4-v(t) =6t +1

X £(t)
3.1 19.6
3.01 19.06
3.001 | 19.006

Pensamiento Matematico Il UAEMeEX
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3.0001 19.0006
3.00001 | 19.00006

Por lo tanto ., = 19

Los limites laterales son distintos 1., # L,

La funcion esta definida v (3) = 19

El limite no existe

Conclusion: - . .
Por lo que la funcion no es continua, quiere
decir que existe un cambio de forma brusca en

la velocidad del flujo del agua

Actividad 12.
Problemas de aplicaciéon

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza el siguiente ejercicio, sigue
las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para

comenzar con el ejercicio.

Actividad 13.
Ejercicio autoevaluable

Instrucciones: para reforzar los temas vistos en este Modulo Il se te pide
realizar el siguiente ejercicio, para comenzar, revisa en la plataforma SEDUCA
la seccion de Actividades (Estudiante) y responde a la actividad denominada
MIl Ejercicio Autoevaluable.
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Resumen

En este modulo has aprendido mas caracteristicas de las funciones, sabes que si puedes sustituir
a un valor de la variable independiente en una funcion obtendras una imagen y que, cuando
al hacer esta operacion resulte una indeterminacion, podras aplicar las herramientas adquiridas
para intentar encontrar ese valor cuando sea posible, todo esto con ayuda de los limites; ya sea
aplicando la definicion de limite, limites laterales o teoremas para el calculo de limites. Descubriste
tambien la existencia de la asintota, que es caracteristica de las funciones cuyas imagenes tienden
al infinito.

Con estos conceptos te fue mas facil identificar el concepto continuidad, ya se habia hablado de
este de forma intuitiva en el modulo anterior, pero en esta ocasion, lo has podido estudiar desde
un punto de vista analitico, descubriendo como los conceptos matematicos describen muy bien el
comportamiento de las funciones, y que a su vez, las funciones nos permiten explicar y comprender
los fendmenos que nos rodean como el crecimiento de los seres humanos, el desplazamiento
cuando caminamos hacia algun lugar o el realizado por los vehiculos; hasta la armonica danza del
sol y la luna en el frmamento que durante milenios maravillo a grandes cientificos y pensadores,
como puedes ver, el calculo esta plenamente inmerso en la fisica y la naturaleza.

El calculo no se limita a tecnicismos matematicos, por ejemplo, metaforicamente hablando
podemos ser continuos o discontinuos cuando realizamos una actividad fisica o ejercicio, nosotros
decidimos si tenemos disciplina y somos continuos o discontinuos, es decir, si la llevamos a cabo
a veces si, a veces no, o si la interrumpimos. La misma situacion aplica cuando estudias para
alguna disciplina o para alguna asignatura como el calculo, es decir, tu decides ser continuo en el
aprendizaje, aplicando tus conocimientos para ser un estudiante de excelencia.
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Glosario

Variable: simbolo o letra que puede cambiar de
valor.

Limite: valor al que una funcion se aproxima
conforme sus valores de entrada se acercan cada
Vvez mas a cierto numero.

Limite lateral izquierdo: valor al que se aproxima
una funcion f (x) cuando nos aproximamos al valor
de x por la parte izquierda.

Limite lateral derecho: valor al que se aproxima
una funcion f (x) cuando nos aproximamos al valor
de x por la parte derecha.

Indeterminado: operacion cuyo resultado no esta
definido.

Infinito: que no tiene ni puede tener fin.

Funcion a trozos: funcion formada por varias reglas
de correspondencia y graficamente se generan
varias secciones.

Intuitivo: que se puede entender o aprender de
modo rapido y evidente sin necesidad de razonar
demasiado.

Funcion racional: funcion fraccionaria, tanto el
numerador como el denominador son polinomios.

Funcién irracional: funciones que cuentan con un
radical.

Radical: expresion que contiene una raiz, puede
ser cuadrada, cubica, entre otras.

Teorema: proposicion demostrable como verdadera,
mediante operaciones matematicas y argumentos
logicos.

Continuidad: no se despega el lapiz al momento de
hacer la grafica y a partir de aqui se puede evaluar
€n un punto o en un intervalo.

Punto: ente fundamental que se utiliza para indicar
una posicion en el espacio.

Pensamiento Matematico Il UAEMeEX

Discontinuidad: punto en el gque una funcion
presenta un cambio, puede ser un salto o un hueco.

Evitable: tipo de discontinuidad en un punto en el
que, el limite de la funcion no existe en ese punto,
pero los limites laterales si y con iguales, por lo
tanto, el limite adquiere ese valor.

Intervalo: conjunto de numeros reales
comprendidos entre dos extremos.

Asintota: linearecta que se acerca indefinidamente
a una curva, sin llegar nunca a enconfrarla.

Factorizar: proceso matematico en el que se
descompone un numero, un polinomio u ofros
entes matematicos como producto de otros.

Ecuacién: es una igualdad entre dos expresiones

algebraicas en las que hay al menos una incognita
cuyo valor se desconoce y se desea hallar.
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Presentacion

Has escuchado en alguna ocasion una de estas preguntas: ;Que tan rapido cambia de un punto
a otro algun objeto? ; Esta aumentando o disminuyendo? ;En qué punto alcanza un maximo o un
minimo? Estas situaciones tienen en comun cambios que ocurren con el tiempo.

Para comprender como y cuanto cambian las cosas, las matematicas nos brindan una herramienta
precisa que es la derivada. En este modulo conoceras el concepto de incremento de una funcion,
entendiendo como cambia su valor. A partir de esta idea, se genera el concepto de derivada.

La derivada permite interpretar fenomenos cientificos y cotidianos. Primero estudiaremos a
la derivada desde un concepto grafico intuitivo, con la ayuda de simulaciones identificaras su
comportamiento y aprenderas el sustento grafico-algebraico que le da origen. Posteriormente
aprenderas reglas de derivacion, con las cuales descubriras que puedes deducir muchas reglas
mas, en este modulo habra muchas derivadas, incluso jderivadas dentro de otras derivadas!

Veremos como, a través de ciertas reglas, podemos obtener la derivada de una suma, de un
producto o de un cociente y que, con los teoremas para derivar funciones como las algebraicas,
logaritmicas y exponenciales, nos es facil aplicarlas con la regla de la cadena, la cual nos mostrara
que hace uso una y otra vez de estas reglas. Ello nos llevara a obtener derivadas sucesivas de
polinomios. En este tema tan interesante aplicaras todo lo aprendido en el modulo, y pondras en
practica tu dominio sobre reglas de las derivadas.

Actividad 1.
Evaluacion diagnéstica

Instrucciones: antes de iniciar con la revision de los contenidos del modulo |ll,
te invitamos a responder a la evaluacion diagnostica.

Esto te ayudara a descubrir los conocimientos previos que tienes sobre los
temas a abordar y, al mismo tiempo, le permitira a tu docente conocer tus
fortalezas y debilidades.

Para comenzar con el ejercicio, revisa en la plataforma SEDUCA la seccion de
Aclividades (Estudiante) y responde a la actividad denominada: MIll Evaluacion
Diagnostica.
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3.1 Incremento de una funcion

En el modulo 1 se abordé el tema de incremento de una funcion, es fundamental comprender
como cambian sus valores ante variaciones en la variable independiente dada por x definimos
el incremento de una funcion como Az que representa un aumento que experimenta la variable
independiente en un valor inicial xy.

Con ambos valores, un valor inicial x = x, y el incremento de este valor x = x; + Ax obtenemos
los valores en la funcidn, es decir, fix,) v flx, + Ax).

El incremento de la funcion y = 1 (x) esta dado por la diferencia de la funcion en el nuevo valor
y el valor original, es decir:ay = fix, + Ax) — f(x,). Generalizando para cualquier valor de la variable
independiente, nuestra expresion estara definida como:

Ay = f(x + Ax) — f(x)

Su interpretacion depende del valor obtenido, o sea que:

Si Ay > 0: la funcion aumenta en el intervalo fix + 4x) > f(x).
Si Ay < 0: la funcién disminuye en el intervalo 7(x + &x) < flx).
Si Ay = 0: la funcidn no cambia fix + ax) = f(x)

Para los casos anteriores su interpretacion grafica es:

Tabla 1.
Incremento de una funcion
Ay =0 Ay <0 Ay=0
Ay > O (Funcién creciente) Ay < O (Funcion decreclente) Ay = D [Funcién constante)

-I.'i a0 3. 100 Ay =

e L
.....

- 5 : . - : -. ; - : :
=3 -1 5 i 3 F. i = 1 F

Noia. Fuente: : Lopez A, M. F (2025) Elaboracion con ChatGPT4. [Incremento de una funcion)

Ejemplo 1.
Para la funcion y = 2x? - 5 encuentra el incremento Ay.

Farmula:

Ay=TF(x+ Ax) - f(x)

Obtenemos f(x) y f(x + Ax)

f(x)=2x2-5

f(x+ Ax) =2

(x + Ax)?-5

Pensamiento Matematico Il
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Ay =2(x + Ax)* —5—2x%+5

Ay = 2(x* + 2xAx + (Ax)*) —5—2x“+5
Ay = 2x% + 4xAx + 2(Ax)?> — 5 —2x% + 5
Sustituimos, desarrollamos y simplificamos: . _ :
Ay = 2x° + 4xAx + 2(Ax)* -5 — 2x° +/5
Ay = 4xAx + 2(Ax)?

Ay = (4x + 2Ax)Ax

Grafica: Ay = (4x + 2Ax) Ax

Figura 1.
Incremento de la funcion y = 2x2- 5.

x"H..-r"..
Nota. Fuente: Lopez A_, M. F. (2025) Elaboracion propia. [Incremento
de Ia funcion y = 2x* - 5].

Obtener Ay representa el cambio en el valor de
la funcion cuando x aumenta.

Ejemplo 2.
Para la funcion y = x*- x - 6 encuentra el incremento Ay.

Formula: Ay =f(x+ Ax) - f(x)

Obtenemos f(x) y f(x + Ax) | f(x)=x*-x-6

Fx+AX)=(x+AxP-(x+Ax)-6
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Joseph-Louis Lagrange

Matematico y fisico italiano-frances, revoluciono las leyes del movimiento de Newton usando
el calculo variacional. Planted varios teoremas matematicos importantes, como el ieorema
de los valores extremos, que es fundamental en el analisis y la optimizacion.

Figura 4.
Joseph-Louis Lagrange

Nota. Fuente: Gonzalez N., G.P. (2025). Creacion propia con Open Al Microsoft
Bing [Joseph-Louis Lagrange] htips./fwww biografiasyvidas.com/biografia/lffotos/

lagrange. jpg
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Ay=[(x+4Ax)" — (x+Ax)— 6] —[x* —x—6]
Ay = x* + 3x%Ax + 3x(Ax)? + (Ax)* —x—Ax— 6 —
x*+x+6

Sustituimos, desarrollamos y| Ay = x* '+ 3x*Ax + 3x(Ax)* + Ax” —x — Ax — 6— 7
simplificamos: +x+6

Ay = 3x*Ax + 3x(Ax)* + (Ax)* — Ax

Ay = (3% + 3xAx + (Ax)? — 1)Ax

Grafica: Ay = (3x% + 3xAX + AX*- 1) Ax

Figura 2.
Incremento de la funcion y = x*-x- 6 .

Nota. Fuente: Lopez A_, M. F (2025) Elaboracion propia. [Incremento de
la funcion y = x3-x - 6].

Obtener Ay representa el cambio en el valor de la
funcion cuando x aumenta

Ejemplo 3. A
Para la funcion y = 3x2 - 2x + 1 encuentra el incremento E%

Ay flx + Ax) — f(x)
T Ax Ax

Formula;

Obtenemos f(x) y f(x + AX)| f(x) =3x%2 —2x+ 1
flx+Ax) =3(x+Ax)? —2(x+ Ax) + 1
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Sustituimos, desarrollamos y | Ay =[3(x +Ax)* = 2(x +Ax) +1 | = [3x* —2x + 1]

simplificamos:
Ay = 3(x% + 2xAx 4+ (Ax)®) —2x —2Ax+1—3x2 4+ 2x— 1
Ay = 3x° + 6xAx + 3(Ax)* ' 2x — 2Ax + 1 —3x% + 2x -+ 1
Ay = 6xAx + 3(Ax)? — 2Ax

Ay = (6x + 3Ax — 2)Ax

Ay (6x + 3Ax — 2)Ax

Obtenemos Ax Ax
Ay
LY A
e i I
Ax

Este cociente representa la tasa de cambio promedio de la
funcion entre x y x + Ax

Actividad 2.
Incremento de una
funcion

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza los siguientes ejercicios,

sigue las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para
comenzar el ejercicio .

For %
{2} PENSAMIENTO
Universidad Auténoma —4

selesndo demsico  TWRART EMATICO 111

MODULO Il
ACTIVIDAD 2.

FESARBREE
L
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3.2 Derivada de una funcion

En nuestra vida diaria estamos rodeados de cambios: el crecimiento de una planta, el cambio de
temperatura a lo largo del dia, la velocidad con la que se mueve un objeto, etc. Estas variaciones

pueden analizarse matematicamente por medio de la derivada.

La derivada es un concepto fundamental del calculo diferencial, una rama de las matematicas
que estudia el comportamiento de las funciones.

Aplicar la derivada es usarla para tomar decisiones o hacer predicciones en ciertas situaciones,
por ejemplo, imagina que tenemos un autobus que recorre una carretera su posicion respecto al
tiempo se puede representar por una funcion en donde el tiempo es la variable independiente y
la distancia la variable dependiente. Si la funcion es cuadratica, graficamente puede representar
un aumento.

Figura 3.
Representacion de la posicion respecto del fiempo

o 1 2 M
Nota. Fuente: Lopez A.. M. F. (2025) Elaboracion propia creada con Chatgpt4. [Representacion
de la posicion respecto del tiempo ]

La derivada de una funcion nos permite analizar como cambia una funcion respecto a su variable
independiente; es decir, la velocidad de cambio o la pendiente de la recta tangente a la curva
de la funcion en un punto dado.

Antes de definir la derivada de una funcion, primero conozcamos dos tipos de recta que son la
base para construir la expresion, que son la recta tangente y la recta secante como podemos ver
en la imagen.

Figura 4.

Recta tangenfe y secante y m
Partimos de una funcion f (x) que es

Recta secante: toca a la continua en un intervalo cerrado [a, b], en
funcion en dos pu ntos donde, de acuerdo con |o visto en el modulo
; 1, para poder obtener la pendiente de una

Recta tangente: tocaala recta tangente partimos de la pendiente de
funcién en un punto. 5 recaseaanie,

Nota. Fuente: Lopez A, M. F. (2025) Elaboracion propia con Chatgpt4. Mype = fxo + Ax) — f(%o)

[Recta tangente y secante] Ax
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Figura 5.
Delta

Definimos el punto fijo R y el punto movil S que
pertenecen a la funcion f (x), al unirlos se genera
una recta secante, hacemos gue el punto S se
acerque cada vez mas a R, es decir, Ax — 0
“delta x tiende a cero”

Esto representa la obtencion del limite, que es la

pendiente de la recta tangente a la curva en un El simbolo A (letra
punto R. Es degir: griega “delta”) significa
cambio o variacién en
e i g L ﬁﬂ i) mateméticas y fisica.

Nota. Fuente: Lopez A, M. F (2025) Elaboracion propia con
Chatgptd. [Delta]

La derivada de una funcion en un punto denotada por f' (x) de acuerdo por la definicion de
derivada es la pendiente de la recta tangente en ese punto. Se obtiene mediante el limite del
cociente del incremento de la funcion Ay entre el incremento de la variable independiente Ax
cuando el incremento tiende a cero. O sea:

f(xo + &x) — f(xp)

. — i B
f(x) P a0 Ax

Algunas maneras de denotar la derivada de acuerdo con diferentes autores son:

Leibinz Lagrange Newton Euler
d}r d - ; D.r}'J D.:' ‘I‘(x}
E.Hf (x) yr=f % y :
Pensamiento Matematico Il + UAEMéx 12T
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Actividad 3.
Derivada de una funcion

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza los siguientes ejercicios,
sigue las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para
comenzar el ejercicio .

- : 2 31
Universidad Auténoma

del Estado de México

PENSAMIENTO MATEMATICO |
MODULO I

* Iniciar
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3.2.1 Interpretacion geometrica

Consideremos las siguientes afirmaciones:

a) Una recta secante es aquella que corta a una funcion en dos puntos de esta.

b) La pendiente de una recta se puede determinar con la expresion: m= £2—JL

c) La ordenada de x en una funcion dada es f (x). ram

d) El incremento de x en un valor h es x + h.

e) La ordenada de x + h en una funcion dada es f (x + h).

f) Una recta tangente a una grafica puede ser aquella que, en el intervalo definido por xy h,
la corta en un solo punto.

Comparemos la informacion anterior con la siguiente imagen:

Figura 6.
Grafica de la recta secante y recta tangente en una funcion cubica

Secante

-

Tangente

:‘{.._u__.__._

AN

d L
Tr

Nota. Fuente: Evangelista E., M. A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra [Grafica de la recta
secante y recta tangente en una funcion cibica].

iz y . ;
Con la expresion m= =—— podemos calcular la pendiente de la recta secante, porque se tienen
2 1

dos puntos sobre |a grafica de f (x), pero no asi de |a recta tangente, ya que por definicion la corta
en un solo punto, en este caso dentro del intervalo definido por x y h; sin embargo, cuando el
valor h se hace muy pequeno, los puntos P y Q estan muy cerca, tanto, que las rectas secante y
tangente son practicamente las mismas (Haeussler, 2003).

iDa clic sobre la siguiente grafica para que lo compruebes!
Fon atencion en los siguientes aspectos cuando acerques al punto Q sobre f (x) hacia P:
- El valor de h se hace muy pequefo con la tendencia a ser cero.

- Las pendientes de las rectas tangente y secante son las mismas cuando Q esta sobre P.
- Recuerda que se puede calcular la pendiente de |la recta secante con la expresion

m= f_f‘. pero no podemos hacer lo mismo con la recta tangente.
A b
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Figura 7.
Interpretacion geomeétrica de la derivada en una funcidn cubica
1:?. da clic aqui
fix+h) Q i
Gt el 4 M ek e ; Desplaza al punto Q hacia P

Valorde h =043

Pendiente de la recta secante

e Tl T [ i i i ol T i

m5=3

Pendiente de la recta tangente
My = 2

Ml === === = m i —— o

* -

x+h

Noita. Fuente: Evangelista E., M. A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Interpretacion geométrica de la derivada en una
funcion cabical.

Con esta informacion y lo visto en temas pasados podemos concluir lo siguiente:

Y2—¥

1) Se puede calcular la pendiente de la recta secante ms con la expresion m = . xl porque
2]

se fienen dos puntos sobre la grafica, obteniendo lo siguiente:

yo=yi _ fx+R) = f(x)  flx+h)—f(x)
x—-%  x+h-x h

Mg =

2) En el modulo 1 se explico que la derivada de una funcion en un punto representa a la
pendiente de la recta tangente mm a la funcion en ese punto:

f'(x) =my

3) Cuando h es 0, las pendientes de las rectas tangente y normal son practicamente las
mismas, no obstante, esto genera una indeterminacion:
_ G —fG) _fG+0)-fE) _f()-f@x)

; 0
Fg=impsmge h 0 0 0

4) En el modulo 2 se analizo el concepto limite para estudiar este tipo de indeterminaciones,
para ello se calcula su limite correspondiente con la expresion:

: - Afe+ )]~ [F(x)]
f(x}=mr=ms:}lﬂ h

Esta Ultima expresion, la cual sera estudiada en el siguiente apartado, es conocida como derivada
por definicidon (Contreras et al., 2015).

Para comprender mejor la interpretacion geométrica de la derivada de una funcion, da clic sobre
la siguiente imagen e interactua con la simulacion, ya se te ha facilitado el calculo de la derivada
de la funcion en la que, al sustituir el valor de 5, se obtiene el valor de la pendiente m. Recuerda
atender los siguientes detalles:

1) Puedes cambiar el valor de la funcion en la casilla f(x).
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2) xgrepresenta a la abscisa del punto P (x, , f( x4)) en el que la recta tangente toca a la
funcion £ (x).

3) Puedes cambiar el valor de x4 en la casilla con ese titulo.

4) La derivada de la funcion en el punto indicado es m.

Figura 8.
Ejempio de [a inferpretacion geomeétrica de la denvada por definicion
fix) I Tangente
F 4
fix)=z2—4
3
Iﬂ -
2
f'{x)=2x
)
f ’(KD'_I =m=2
-10 -9 -8 -7 - -5 -4 -3 4 5 8 T 8 ! 153_

Nota. Fuente: Evangelista E., M. A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Ejemplo de la interpretacion geométrica de la
derivada por definicion].

Es importante aclarar que, derivar solo una funcion, NO significa calcular la pendiente de ninguna
recta tangente a la funcion, es necesario sustituir un valor x, en esa derivada para realmente
obtener el valor de la pendiente de Ia recta tangente en el punto de abscisa establecido. Algunas
reglas y técnicas para el calculo de derivadas seran estudiadas en los siguientes temas.

Actividad 4.
Interpretacion geometrica

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza los siguientes ejercicios,
sigue las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para
comenzar el ejercicio .

INTERPRETACION &7
GEOMETRICA

PENSQMIENTO MaTemdTIco 1o
WS DLLD T
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m F

3.2.2 Por definicion (constante, lineal y
polinomiales)

La derivada de una funcion se puede calcular con el siguiente limite, conocido como derivada
por definicion:

fx +R) - f(x)
h

f'(x) = D.f(x) = lim

A continuacion, se mostraran algunos ejemplos de como emplear esta derivada por definicion para
funciones constantes, lineales y polinomiales. Ademas de calcular las derivadas correspondientes,
podras deducir formas simplificadas de realizar el proceso de la derivada, estos procedimientos
suelen ser llamados reglas de derivacion.

Derivada por definicion de funciones constantes:

Ejemplo 1:

Funcion: fx)= 4

De donde: f(x+h)= 4

. 4—4
Derivando: Dx f(x)= lIm—
0

= jm-

Aungue esto parece una indeterminacion, el numerador
D tiene un valor fijo de 0, mientras que el denominador si que
},”EE se aproxima a cero, por lo que, aplicando limites laterales,
el valor de este limite es 0. Analiza esta idea con tus
companeros y docente.

lim O

]
o

Por lo tanto:

La derivada de lafuncion f(x)=4esf'(x)=Dx(4)=0
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Ejemplo 2:
Funcion: f(x)= /5
De donde: f(x+h)= /5
Derivando: Dx f(x)= mw .
= g
= f]!i_}mu 0
=0
Por lo tanto:

Ejemplo 3:
Funciodn: flx)= -

De donde: f(x+h)= -

-3-|-3] En este caso es necesario agregar el signo de agrupacion

h para evitar confusion con el signo negativo. En los

lim
h-ll

Derivando: Dx f(x)= siguientes ejercicios cuando sea oportuno se emplearan
los corchetes para facilitar la compresion de la agrupacion
de términos.

—_ 1" ']

& er;er

— lim0

e fo-s0]

= 0
Por lo tanto:

FG) =D, (—3) =0

Como puedes observar, la derivada de funciones constantes es cero:

Funcion: Derivada

f(x)=k > Dxf(x)=0
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Augustin Louis Cauchy

Introdujo conceptos fundamentales como: limite, continuidad y derivacion. Trabajo en la
teoria de series de Taylor, expansion de serie de una funcion en terminos de sus derivadas en
un punto dado. La cual tiene aplicaciones en matematicas, fisica, ingenieria y otras ciencias.
Se utilizan en analisis de datos, teléfonos moviles, ecuaciones diferenciales, entre otros.

Figura 5.
Augustin Louis Cauchy

Nota. Fuente: Gonzalez N., G.P. (2025). Creacion propia con Open Al. ChatGPT
[Augustin Louis Cauchy] hitps:/ffiles.oaiusercontent.com/file-

17
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Derivada por definicién de funciones lineales:

Ejemplo 4:
Funcion: f(x)= 6x

De donde: f(x+h)= 6(x+h)

= 6x+6h
Derivando: Dx f ()= lim lﬁ”*ﬁ‘;l—lﬁx]
. Bx+ 6h— 6x
= }rﬂ-m h
_ 6h
— Ji':l-T'rT
= lim6
]
= 6
Por lo tanto:
f'(x)=Dx(6x)=6
Ejemplo 5:
Funcion: fx)= -4x
De donde: f(x+h) = -4 (x+h)
= 4x-4h
Derivando: Dx f(x)= Jim =
 —dx—4h + 4x
= }IIEEI h
=4k
— lm——
= lim—4
= -4
Por lo tanto:
f'(x)=Dx(-4x)=-4
Pensamiento Matematico lll ~ UAEMex -
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Ejemplo 6:
Funcion: f(x)= g;.;

De donde: f(x+h)= g(:r + k)

_ 3 3:
—— 5x+5z
i |31+§h E.J.i
Derivando: Dx f(X)= 5 310
fe—0
& 3 3
+=h—
= |in'|-"|';ﬂi 2 B”
h—=0l h
 zh
= MR
= 1 3
= n'—mg
=%
- 5
Por lo tanto:

Fi(x) =0, (2x) = 2

Como puedes observar, la derivada de funciones lineales es el valor de su coeficiente:

Funcion: Derivada
f(x)=kx > Dx f () = k
Derivada por definicion de funciones polinomiales:
Ejemplo 7:
Funcién: f(X)= 2x+ 1
De donde: f(x+h)= 2(x+h)+1
= 2x+2h+1
Derivando: Dx f(x)= ittt
- 2+ Ih+i—2x-1
= i
_ 2h
= W%
= lim 2
fi—0
= 2
Por lo tanto:

f'(x)=Dx(2x+ 1) =2
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Ejemplo 8:
Funcion: f(xX)= 4-Tx

De donde: f(x+h)= 4-7 (x+ h)

= 4.-7x-Th
Derivando: Dx f (x)= jig BB
% i 4—-Fn—-Th—44+ 4
= %
- Jt;“:,‘l _;h
= -7
= -7
Por lo tanto:
f'(x)=Dx(4-7x)=-7
Ejemplo 9:
Funcion: f(X)= 3x2-2x+5

De donde: f(x+h)= 3(x+hP?-2(x+h)+5

S(E+2xh+h)-2(x+h)+5

X2+ 6xh+3h-2x-2h+5

[3x% + 6xh + 3h° — 2x — 2h + 5] — [3x* — 2x + 5]

Derivando: Dx F(X)= |in

i) h
— . 3x2+6xh+3h*—2x-2h+5-3x2+2%-5
pim i
6xh + 3hi = 2h )
= }ti_ﬂ iz = Factorizamos h del numerador
= i 6x+3h—2)  gimplificamos
h—+0 h
= lim(6x +3h—2) Sustituimos h
= Bx+3(0)-2
= Bx-2
Por lo tanto:
f'(x)=Dx(3x*-2x+5)=6x-2
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Ejemplo 10:
Funcion: f(x) = 5x—4x?—2x3
De donde: flx+h)= 5Bx+h) —4(x+h)?—-2(x+h)°

= 5(x+h)—4(x?+2xh+h?) —2(x> + 3x%h + 3xh* + h?)

5x + 5h — 4x° — Bxh — 4h* = 2x® — 6x%h — 6xh* — 2h°

|5x + 5h — 4x¢ — Bxh — 4h* — 2x* — 6x%h — 6xh* — 2h*] = [5x — 4x?¢ - 2x%]

Derivando: D.f(x) = lim :
= B% + 5h — 4%=— 8xh — 4h* — 282 — 6x*h — 6xh® — 2h* — B# + 4%=+ 2%2
h'r!%r h
5h — Bxh — 4h* — 6x*h — 6xh* — 2h? ;
= lim> Factorizamos h del numerador

fa—} h

— p— p— :E_ S— 2‘ ] ]
i 15 = B2 = dh = 6x? — 6xh = 21) gimlificamos

h—0 h

lim(5 — Bx — 4h — 6x° — 6xh — 2k*) Sustituimos h

fi—=h

5 — 8x — 4(0) — 6x2 — 6x(0) — 2(0)2

5 —8x — 6x*°

Por lo tanto:

f'(x) = D.(5x — 4x* — 2x*) = 5 — 8x — 6x°

Como puedes observar, la derivada de funciones polinomiales es de |la siguiente forma:

Funcion: Derivada

flx) = kx" > Dy f(x) = knx"™

En este apartado hemos logrado deducir tres reglas de derivacion, para funciones constantes,
lineales y polinomiales. De igual forma, existen procedimientos para deducir reglas de derivacion
para otros tipos de funciones, por ello, debes mostrar tu interés por el calculo e investigar en

diversas fuentes estos procedimientos con la finalidad de que los conozcas.
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Actividad 5.
Derivada por definicion
(constante, lineal y

2 | polinomiales)

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza los siguientes ejercicios

¥
sigue las indicaciones para seleccionar |la respuesta correcta. Da clic aqui para
comenzar el ejercicio .

Unwemdad Autnnnma
del Estado de México

PENSAMIENTO MATEMATICO i)
MODULO i

ACTIVIDAD 3.
DERIVADA POR DEFINICION
CONSTANTE, LINEAL Y POLINOMIALES)

e &

———— . InICIOr
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3.3 Reglas de derivacion
para funciones algebraicas,
exponenciales y logaritmicas

Como se ha mencionado, la derivada por definicion permite conocer el valor de |la pendiente de
la recta tangente de una funcion en un punto dado, este procedimiento se puede simplificar en
reglas de derivacion, de las cuales, tres ya se han demostrado en el apartado anterior; asimismo,
se pueden encontrar mas reglas de derivacion, por simplicidad; de este punto en adelante, solo
se describiran estas reglas.

Algunas reglas de derivacion son:

Derivadas de funciones algebraicas

Funciones constantes Funcion: T Derivada
k= 7z D, f(x) =0
Funciones lineales Funcion: Ny Derivada
f(x) = kx Fd D.f(x) =k
Funciones Funcion: \ Derivada
polinomiales fx) = kx" = Dyf (x) = kna"™!
Derivadas de funciones exponenciales
Funcmn_es S—— N Serivada
exponenciales
fx) = eI / D, f(x) = e - D, g(x)
(base e)
B i Funcion: N Derivada
p x)= aﬂ':"{':' / D,rf{x} = lna- HIHA'] 1 D’,-;E}"[:t']
(base a) f(x)
Derivadas de funciones logaritmicas
ogarimicas Funcion: e Derivada
(base e) f(x) =In [g(x)] / D fxy = 28
4(x)
sl Funcion: \ Derivada
(base 'E:l flx) = log, I‘J[IH / DL (x) = Ing,?-:l{fz;.ﬁf{ﬂ

En estos casos Dxg (x) significa calcular la derivada de g (x), es decir, es una derivada dentro de
ofra derivada.
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Analicemos algunos ejemplos de cada caso para comprender como se emplean las formulas.

Derivadas de funciones algebraicas

Ejemplo 1:
Funcion: flx) = 8x*
o Funcion: N Derivada
Regla de derivacion: F05) = Rt 2 D._f(x) = knxt1
Derivando: D.f(x) = 8(4)x*?
= 321’3
Por lo tanto:
D.tBx ) = 32%°
Ejemplo 2:
Funcion: flx) = gx-*
- Funcion: > Derivada
Regla de derivacion: F(x) = kx" D, f(x) = knx""!
Derivando: D, f(x) = %L’E}xl“
= 3
E.’-‘I‘.'
Por lo tanto:
D () = 3*
Ejemplo 3:
Funcién:  f(x) = 7x73
Funcion: N Derivada
Regla de derivacion: P
Derivando: D, f (x) = f(x) = kx" D, f(x) = knx"~"
= 7(=3)x~31
= —21x*
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En este caso, es preferible que el exponente de la variable sea positivo, por lo que, aplicando
leyes de los exponentes (Peters, 2022), el exponente cuatro se puede volver positivo al pasarlo

dividiendo:
Ley de los exponentes: Aplicando la ley a la variable del ejercicio:
1 | K 21
x" == D, f(x) = —21x "==—F
Por lo tanto:
_ 21
Bi(7x )= <=y

De forma similar, cuando la variable de una funcion esta dividiendo, podemos aplicar esta ley de
los exponentes para que la variable y su exponente pasen al numerador y se pueda aplicar la
regla de derivacion.

Ejemplo 4:
- 8
Funcion: flx) = g
Aplicando la ley de 1

los exponentes: P A

f(x) = Bx~"

o Funcion: N Derivada
Regla de derivacion: Fx) = kx" > D.F(x) = knx"
Derivando: D.f(x)= 8(—4)x~*!
= —32x="
Por lo tanto:
8 32
D() =35
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Ejemplo 5:
Funcién: ()= 4.3

Funcion: N, Derivada
Regla de derivacion: Fx) = kx™ Vs D, f(x) = knx"?

: . 3
Derivando: . f(x) = 4(5),{5’-’
5
12 2

5
12
=
5 x5

En este caso, vamos a preferir que el exponente de la variable no sea fraccion, por lo que, aplicando
leyes de los exponentes, el exponente se puede volver una raiz como se muestra a continuacion:

Ley de los exponentes: Aplicando la ley a la variable del ejercicio:
mooo B B
xn = yxyn fx) = sV

Por lo tanto:

D(4 -_})_ 12
A\ T s VR

De forma similar, cuando la variable de una funcion esta en una raiz, podemos aplicar esta ley de
los exponentes para que Ia variable tenga exponente fraccionario y se pueda aplicar la regla de

derivacion.
Ejemplo 6:
Funcién: )= ¥
Aplicando la ley de —
los exponentes: Vamt = xu
flx)= 2
o Funcion: Derivada
Regla de derivacion: Flx) = kx™ > D f(x) = knx"1
Derivando: D.f(x) = ;1.;-1
= 7 5
— ¥
Por lo tanto:
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Puede darse el caso en que la funcion tenga a la variable tanto en el numerador como en el

denominador, por lo que también se aplica una ley de los exponentes para simplificarla:

Ley de los exponentes: Ejemplo:
. S x? _x* o, 2 2
xm T 3 =X =X
X x3
Ejemplo 7:
I'.-:
Funcion: 2= gy SORZ 20
Aplicando la ley de " .
los exponentes: e
: 4
flx) = 3
- Funcion: \ Derivada
Regla de derivacion: F(x) = kx" > D f(x) = knx"
_ 4 4_
Derivando: Def(x)= 537
4 1
= § xi
Por lo tanto:
x2 4,
y (*F) b
Derivadas de funciones exponenciales
Ejemplo 8:
Funcién: ()= e**
Derivada Elementos

Regla de derivacion:

D, f(x) = e9 - D g(x)

i ed®) = 2% A g(x) = 2x

Derivando: D.ftey= e D.A2x)
= 2 2}
Por lo tanto:
D, (e**) = 2e**
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Karl Welerstrass

Formulacion de definiciones precisas de limites y confinuidad aceptadas en la actualidad.
Demostro un resultado importante conocido como el Teorema de Weiersirass (establece que
toda funcion continua en un intervalo cerrado es acotada y alcanza sus valores maximos y
minimos en ese intervalo). Definio la funcion continua pero no diferenciable en ningun punto,

conocida como la “funcion de Weierstrass”,

Figura 6.
war Weiersirass

Nota. Fuente: Gonzalez M., GP. (2025). Creacion propia con Open Al. ChatGPT
[Karl Weierstrass] https:/ffiles.oaiusercontent.com/file-
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Ejemplo 9:

Funcion:

Regla de derivacion:

Derivando:

Por lo tanto:

Ejemplo 10:

Funcion:

Regla de derivacion:

Derivando:

Por lo tanto:

Ejemplo 11:

Funcion:

Regla de derivacion:

Derivando:

Por lo tanto:

Pensamiento Matematico Il UAEMeX

flx) = ¥

Derivada

Elementos
g90x) — {.’4""3 A glx) = A3

UIJF(I) = E'ﬂx} ] UIH[I)

D.f(x) = &% p (4x%)

e¥*® (12x%)

D (e%") = 12x%e*

flx)= 6~

Derivada
D,f(x) =Ina- a9 - D, g(x)

Df(x)= Iné-6% - D (x%)

In6- 6% - (2x)

D, (E"i:] =In6-2x+ 6%

f(.‘lr.'] = 5 2y

Derivada
D.f(x) =Ina-a?™ - p_g(x)

D.f(x)= In5-5*"-D.(2x")

In5 - 52" - (Bx¥)

D,(5%") = In5 - 8x* - 52*

Elementos

> d=56 N glxl—ax"

Elementos

> a=5 A g(x)=2x*
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Derivadas de funciones logaritmicas

Ejemplo 12:

Funcion:

Regla de derivacion:

Derivando:

Por lo tanto:

Ejemplo 13:

Funcion:

Regla de derivacion:

Derivando;

Por lo tanto:

Pensamiento Matematico Il UAEMeX

f(x) = In(3x%)

Derivada

. D.g(x)
D, =
f(x) 9(x)

D.(3x =)
3x5

D.flx)=

15x*

3x°

D.[In(3x%}] =

= |t

f(x)= In (5—3)

Derivada
. D.g(x)
D flx)=
f(x) 75
D.(2x )
D, f(x) = Z
X2
g
2
=k

Elementos
= g(x) = 3x°
Elementos

> g{x}z%zi’x'“

6x* (x*) Aplicando la ley de los exponentes
—W ¥ ym — pn+m ge fiene

x4 (x3) = x~H3 = x1
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Ejemplo 14:
Funcion: f(x)= log,(4x°)
Derivada Elementos
Regla de derivacion: N ey — 198a € Dxg(x) =t on e At
of () = =5 7 g(x)
. log, e D,(4 x")
Derivando: Def () = e
_ log, e (24 x7)
= =
= log,e 6
X
. . ; e 111_-E' e & . log-e6 6
Aplicando la propiedad de logaritmos  log, e = .— = — se liene que — e
Por lo tanto:
log,e 6 6
- E == ==
D, [log;(4 x®)] - Y
Ejemplo 15:
Funcion: flx) = logs(8+x)
Derivada Elementos
Regla de derivacion: n  logae Deg(x) - i .
Def(x) = ) / a=3 A glx)=8Jx=8x2
: log,e D, (H 1.:1']
Derivando: D, f(x) = L
Bxz
Il'lEjE'{ﬂ lj r..i'_ }
= 3
BXxi
1
_ logye x 2
- 1
2x2
» logs e
2Xx
. 3 . Ine 1 - logz e 1
Aplicando la propiedad de logaritmos » = — = — Se tiene que N
P Brop 9 log, ¢ Ina  Ina 4 2 x 2xIn3
Por lo tanto:
logze 1
D;llnggfﬂﬁ}|  2x 2xIn3

Como has podido observar, se han empleado derivadas dentro de otras derivadas, esto se conoce
como regla de la cadena y sirve para derivar funciones mas complejas o que incluso involucren

mas de una operacion, en el siguiente apartado aprenderas mas sobre este y otros procedimientos
para el calculo de derivadas.
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Actividad 6.
Reglas de derivacioén para
funciones algebraicas,
exponenciales y
logaritmicas

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza los siguientes ejercicios,
sigue las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para
comenzar el ejercicio .

Pensamiento Matematice lI
Meédule |l

Actividad 6. Universidad Auténoma

REGLAS BE DERIVACION  “~™"
PARA FUNCIONES ALGEBRAICAS,

EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS
T
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3.4 Regla para derivar suma,
productos, cociente y regla de
la cadena

Con base en lo aprendido en el punto anterior ahora se derivaran suma, producto, cociente y la
regla de la cadena, para ello tendremos dos funciones reales de variable real, y veremos como se
desglosa su derivacion.

Sean f(x)y g (x) dos funciones reales de variable real, tendremos:

Operacion Regla

Suma | p.[f(x) +g(x)] = D, f(x)+ D, g(x)

Producto | D.[f(x)g(x)] = f(x)D, g(x)+ g(x)D,f(x)

Cociente | D, o g(x)#0

f(x}] _ GOOIDLf(x) — F)Deg(x)
9GP

Cadena | D,[f()]" =n [fG)]" ™ D.f(x)

Esto es, para el caso de la suma, se derivaran ambas funciones (sumandos) de forma separada,
respetando la operacion, si hablamos del producto aqui el resultado sera: la primera funcion
multiplicada por la derivada de la segunda mas la segunda funcion multiplicada por la derivada de
la primera funcion; y de ser el cociente deberemos derivarlo colocando en el numerador la funcion
del denominador multiplicada por la derivada del numerador menos la funcion del numerador
multiplicada por la derivada del denominador y todo ello entre el denominador elevado al cuadrado.

Para el caso de la regla de la cadena tenemos que es una funcion elevada a un exponente, y la
cual su derivada se obtiene colocando el exponente multiplicado por la funcion elevada al mismo
exponente restandole una unidad multiplicado por la derivada de |a propia funcion y esto hace
que se vuelvan como eslabones de una cadena, por eso adquiere ese nombre; es decir, como su
nombre lo dice: vamos derivando poco a poco, pero se hace cada vez mas grande.

Esta regla la podemos utilizar para todas las derivadas vistas en el punto 3.3, es decir suma,
producto y/o cociente y es donde le daremos una aplicacion, ya que esta regla se puede aplicar
en funciones algebraicas, exponenciales, logaritmicas. Y es por ello que se va haciendo cada vez
mas grande como eslabones.

Ahora realizaremos una serie de ejercicios en donde haremos uso de estas reglas para derivar

suma, producto y cociente y terminaremos con diversos tipos de ejercicios para la regla de la
cadena.

Pensamiento Matematico Il ~ UAEMeéx 148



Pensamiento Matematico lli

Universidad Auténoma

del Estado de México Derivada de una funcion
Ejemplos:
1. Calcula la derivada de la funcion f(x) =5x* +2x* +x*+x +8
Ejercicio Procedimiento Regla utilizada Resultado obtenido
(x) = Sx* + 2x° Solo derivamos cada
; + x4+ y | término del polinomio D [f(x) + g(x)] D, f(x; 3
+8 de forma separada = D, f(x) = 20x° + 6x
respetando el + D, g(x) +2x+1
operador.

2. Obtenga la derivada de la funcién f(x) = 7x" + 4x* + 2x* + 6x + 1

Ejercicio Procedimiento Regla utilizada Resultado obtenido
(x) = 7x" + 4x° Solo derivamos cada
; + 2%2 término del polinomio D [f(x) + g(x)] D, f(xg y
16x+1 | deformaseparada | = Dy f(x) = 35x* + 12x
respetando el + D, g(x) +4x 4+ 6
operador.

3. Calcula la derivada de la funcion f(x) = (4x? + 2x)(5x* + x)

Ejercicio Procedimiento Regla utilizada Resultado obtenido
e Colocamos morer | 2alr) +9 [ pp=to0xt
— 3 2 = 1 X + 16x°
= (4x7 + 2x)(5x por la derivada del D };{x) 4 3052
+x) segundo término mas e + 4x

el segundo término
multiplicado por el
primer término.
Derivamos con | . |
base en laregladel | Dy f(x) = (4x® + 2x) D, (5x° + x) + (5x* + x) D, (4x° + 2x)
producto:
Ahora calculamos D, f(x) =(4x* + 2x)(10x + 1) + (5x% + x)(12x% + 2)
las derivadas que | D.f(x) = (40x* + 4x3 + 20x% + 2x) + (60x* + 10x? + 12x?
estan indicadas y ¥2%)
simplificamos D, f(x) = 100x* + 165 + 30x2 + 4x
4. Calcula la derivada de la funcion f(x) = (x* + 2x + 6)(1 + x)
Ejercicio Procedimiento Regla utilizada Resultado obtenido
, Colocamos el primer : : ;
f(x) ; término multipﬁcacl::: Delf(x) + g(x)] Pelis) = +,Iiﬁrd
= B s por |la derivada del = (0 Sk
+ x) segundo término mas + Dy g(x)
el segundo término
multiplicado por el
primer término.
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Derivamos con
base en la regla del
producto:

D.fx)=(x*+2x+6)D. (1+x)+ (1 +x)D,.(x* + 2x + 6)

Ahora calculamos
las derivadas que
estan indicadas y

simplificamos

D, f(x)=(x"+2x+6)(1)+ (1+x)(3x* +2)
D.f(x)=(x*+2x+6)+ (322 +24+3x* 4+ 2x)

D flx)=4x"+3x*+4x+8

o
5. Calcula la derivada de la funcion f(x)= = ;H
Ejercicio Procedimiento Regla utilizada Resultado obtenido
T En el numerador | ‘ 2y
flx)m—0 la funcion del D, @] Dy fx) = —
denominador o)

multiplicada por
la derivada del
numerador menos la
funcion del numerador
multiplicada por
la derivada del
denominador y todo
ello dividido entre el
denominador elevado

al cuadrado.

_ (D, f(x) — f(x)Dyg(x)
lg(x)]*

Derivamos con
base en la regla del
producto:

(B3x)D, (x* + 2x) — (x* + 2x)D, (3x)

Ahora calculamos
las derivadas que
estan indicadas y

simplificamos

(3x)2
(3x)(3x% + 2) — (x? + 2x)(3)

ﬂrf{I} — QIE

3 o 3

D, Fx) = (9x* + EI)QIE(EI + 6x)
o _9I3+EI—3IH—5I

I}L{I) o gxg
. 6x°
D f(x) =55
2x
Def(x) = 5
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6. Obtener la derivada de la funcién f(x)=

(x+2)

3x

Ejercicio Procedimiento Regla utilizada Resultado obtenido
En el numerador 2
_{I'I'E]' i Flx) X e A
flx) =— la funcién del D, q{_; D, f(x) = e

denominador
multiplicada por
la derivada del
numerador menos la
funcion del numerador
multiplicada por
la derivada del
denominador y todo
ello dividido entre el
denominador elevado

_ q(x)D, f(x) = f(x)D,g(x)
[g ()]

al cuadrado.

Derivamos con
base en la regla del
producto:

(3x)D, (x + 2) — (x2x)D, (3x)

Ahora calculamos
las derivadas que
estan indicadas y

simplificamos

D, f(x) = (3x)(1) _95:2. + 2x)(3)
. 3
D, () = 3x {S; + 6x)
: 3x — 3x3 — 6x
D, f(x)= Ox?
—3x® — 3x
D, JF{I) o Ox2
Bx{—x" —1)
D= F (%) =~ Gn)
=¥ =1
Dxf(x} sy Tgx

Ahora veremos diferentes tipos de ejercicios aplicando la regla de la cadena en la que podremos
notar que esta nos ayuda a resolver ejercicios de todo tipo.

7. Obtener la derivada de la funcién f(x) = (2x* — 4x)°

Ejercicio

Procedimiento Regla utilizada

Resultado obtenido

flx) = (2x° — 4x)°

Se coloca el
exponente
multiplicado por la
funcion elevada al
mismo exponente
restandole una unidad
multiplicado por la
derivada de |a propia

D [f@)]"
=n[f]" Df(x)

funcion

D, f(x) _
= (2x* — 4x)*(30x"
— 20)
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Derivamos con
base enlaregladel| D, f(x) = 5(2x3 — 4x)*D, (2x3 — 4x)
producto:

Ahora calculamos B 3 i 5
las derivadas que D, f(x) = 5(2x 4x)*(6x 4)

estan indicadas y ‘ 5 Z 3
simplificamos | Dx f(x) = (2x” — 4x)"(30x" — 20)

8. Obtener la derivada de la funcion f(x) = (4x* + 6x)*(5x" — 2x)*

Ejercicio Procedimiento Regla utilizada Resultado obtenido
: Se coloca el n D, f(x)
flx) D f(x)] : | _
Lty Tre.3 exponente _ n—1 = (4x* + 6x)°(10x”
B} éi:;z 6 05x7 | ttiplicadoporta | T RU@I DS | gyasx2 ~2)
funcion elevada al + (523 — 2x)2(4x?
mismo exponente D lf (x)g(x)] + 6x)%(24x + 18)
restandole una unidad | = ()Dx 9(x)
multiplicado por la + g(xX)Dxf (%)
derivada de la propia
funcion

Derivamos con D, f(x) = (4x% + 6x)3D, (5x° — 2x)?

haseEn Ia;ﬂ%:ﬁ;:z! + (5x3 — 2x)%D, (4x* + 6x)°

Ahora calculamos
las derivadas que
estan indicadas y

simplificamos D, f(x) = (4x* + 6x)*(2)(5x™ — 2x)(15x* — 2)
+ (527 — 2x)*(3)(4x* + 6x)°(Bx + 6)

D, f(x) = (4x% + 62)*(2) (52 — 22)D, (5x% — 2x)
+ (52 — 2x)%(3)(4x* + 6x)° D, (4x* + 6x)

D, flx) = (422 + 6x)7(10x* = 4x)(15x% = 2)
+ (6x% — 2x)°(4x* + 6x)*(24x + 1B)
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[2x+3)8
[(Bx=2}3

9. Obtener la derivada de la funcion f(x) =

Ejercicio Procedimiento Regla utilizada Resultado obtenido
- En el numerador £(x) D, f(x)

f(x) = ':zx”;: la funcion del el F1eS) _(10)(2x + 3)* — 9(2x + 3))
WBX=2) i e (3x — 2)*
de'?“!‘"”adﬂr _ g(x)D,f(x) — f(x)D.g(x)

multiplicada por = PIEIL

la derivada del
numerador menos la | 2:1f@]" =n[fe]" ' D.f(x)
funcion del numerador xm
multiplicada por R
la derivada del
denominador y todo
ello dividido entre el
denominador elevado

al cuadrado.
Derivamos con _ _
base enlaregiade | , .oy _ (3x — 2)°D,(2x + 3)° — (2x + 3)° D, (3x — 2)°
lacadenayregla| * ((3x~2))°
del cociente:
iom devacee que| 2 ., 4 - :

3x — 2)*(5)(2x + 3)"(2) — (2x + 3)°(3)(3x — 2)*(3

estan indicadas y o 10— 2)7 (Bl ia )'(:33{_;;: )y Er—2r(5)
simplificamos

o (CEEES 433" =902+ 3 |
Dy f(x) = o

10. Obtener la derivada de la funcion f(x) = o(2x-3)°

Ejercicio Procedimiento Regla utilizada Resultado obtenido

| Derivamos con base
f(x) = e“*=3" | en regla de funciones
exponenciales y la | Dy|f (x)|" = n [ (x)[" Dy f (x)
regla de la cadena vy
aplicamos leyes de
los radicales.

D,ed®) = 8 . p, g(x) Dy f(x)
= 10e*37(2x — *
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Marqués de Condorcet

Marie Jean Antoine de Caritat fue un matematico, filosofo y politico francés, contribuyo en el
area de limites y continuidad, asi como al desarrollo de la teoria de funciones. En el siglo XIX
trabajo con Agustin-Louis Cauchy y Karl Weierstrass al revolucionar la forma de comprender

y ensenar temas respecto al campo del calculo.

Figura 7.
Marques de Condorcet

Nota. Fuente: Gonzalez M., GP. (2025). Creacion propia con Open Al. ChatGPT
[Marqués de Condorcet] hitps:/files_oaiusercontent. com/file-
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Derivamos con
base en regla

de ﬁ:inu:i:::nes D, f(x) = E(”‘ﬂ;ﬂx(zx —3)°
exponenciales y la

regla de la cadena
y:

ora calculamos ey b
D = 5Y2x — 3)Y(2
las derivadas que flx)=e (5i(2x—3)(4)
estan indicadas y

simplificamos D, f(x) = 10e@9% (25 — 3)*

11. Obtener la derivada de la funcién f(x)= Inv1 + x2

Ejercicio Procedimiento Regla utilizada Resultado obtenido
Derivamos con base D In i) = D.f(x) | .
f(x)=Inv1+ x% | en regla de funciones [ (%) ="2rs B fX)= 3773

logaritmicas y la
regla de la cadena y |Dx[f(OI" = n [f(x)]" "Dy f (x)
aplicamos leyes de

los radicales. - = ym-n
I‘.'rl
Derivamos con
base en regla
dl? fu nciones | D.(ViT D)
logaritmicas y la | D, f(x) = _
regla de la cadena v1+x

y aplicamos leyes
de los radicales:

1
D.(1+x%)2

D, f(x) =
£ V1 + x?
1 s
Ahora calculamos o 3(1+x%)72(2x)
las derivadas que | P»/(¥) = o
estan indicadas y
simplificamos 2x
4 D, ,IF[I.] o gl 5 5
2V1+ x3V1 + x
X
Ry fix)= 1+ x?
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r Actividad 7.
LE Regla para derivar suma,

-
ﬁ » productos, cociente y regla

é de la cadena
Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza los siguientes ejercicios,
sigue las indicaciones para seleccionar |a respuesta correcta. Da clic aqui para
comenzar el ejercicio .

L

() . PENSAMIENTO MATEMATICO 111

MODULG® 111

Uniuerii!d Autdnoma . &

del Estado de México ACTIVIDAD 7.
REGLA PARA DERIVAR SUMA, PRODUCTOS, COCIENTEY
REGLA DE LA CADENA
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3.5 Derivadas sucesivas

Conforme hemos ido a avanzando nos damos cuenta de que existen teoremas que al derivar
una funcion se necesita volver a derivar una parte de ella, algo similar sucede en la derivacion
sucesiva. Esta consiste en derivar una funcion y luego derivar su derivada y asi sucesivamente,
hasta el momento que el propio ejercicio te lo solicita o en su defecto cuando se llega a derivar

una constante y su resultado seria cero ahi termina la derivacion sucesiva.

Para ello tenemos formas de denotar esas derivadas sucesivas

f(x)es la primera derivada
f(x)es la segunda derivada
f(x)es la tercer derivada

Asi continuamos, pero también podemos denotarlas de |la siguiente manera:

D%xf(x) es la segunda derivada
D3xf(x) es la tercera derivada
D'xf(x) es la cuarta derivada

Ejemplo:
1. Calcula la quinta derivada de la funcion: f(x) = 6x” + 4x° — x* + ,-% —5x—8

Obteniendo |a primera derivada f/(x) = 42x® + 24x% - 4x? + % -5

Obteniendo la segunda derivada f(x) = 252x" + 120x* — 12x? — ;

120

Obteniendo la tercera derivada  (x) = 1260x* + 480x° — 24x — =

TE0

Obteniendo la cuarta derivada /" (x) = 504027 + 1440x" — 24 + —
Terminamos con la quinta derivada /" (x) = 15120 + 28800 — *

2. Obtén las derivadas sucesivas de la funcion f(x) = 4x* —9x° + 6x — 3
D f(x)=12x*—18x+6
D f(x) = 24x — 18

Concluimos con la tercera derivada: 1, ' f(x) = 24

Concluimos con la tercera derivada debido a que llegamos a una constante y su deriva es cero, y
si seguimos derivando ahora el cero estaremos obteniendo por resultado siempre cero.
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Actividad 8.
Derivadas sucesivas

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza los siguientes ejercicios,
sigue las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para
comenzar el ejercicio .

TOW
oo

Universidad Autonoma

PENSAMIENTO MATEMATICO 111
MODULO II11

del Estado de Maéxico

Actividad 8.

Derivadas sucesivas

Actividad 9.
Ejercicio autoevaluable

. _.ﬁ:‘ r’u_:

Instrucciones: para reforzar los temas vistos en este Modulo 1l se te pide
realizar el siguiente ejercicio, para comenzar, revisa en la plataforma SEDUCA
la seccion de Actividad (Estudiante) y responde a la actividad denominada Mill
Ejercicio Autoevaluable.
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Resumen

Este modulo te ha facilitado comprender el comportamiento de una funcion a partir de los cambios
que experimenta. Partimos del incremento de una funcion que nos permite calcular cuanto
ha aumentado o disminuido el valor de la variable independiente de la funcion al recorrer una
distancia. A partir del analisis del incremento, profundizamos en |la definicion de derivada, definida
como el limite del cociente del incremento en la variable dependiente Ay entre el incremento de la
variable independiente Ax. También vimos distintas formas de representar la derivada, tanto desde
la derivada por definicion y sus diferentes notaciones.

Ya hemos concluido el modulo 3 por ello ya aprendimos a través de todo lo visto en este moduio
que la derivada no solo es una herramienta de calculo, también es una forma de analizar y predecir
el comportamiento de diversos fenomenos que involucran cambio y esto lo vimos conforme
avanzamos en cada uno de los temas.

Ahora que hemos concluido con las reglas para derivar, observaste que no es complicado derivary
que mientras mas practigues mas lo dominaras, empezaste por conocer la derivada por definicion,
de una forma grafica, con lo cual pudiste deducir a la derivada por definicion que permite inferir
reglas de derivacion. Despues, viste derivadas algebraicas, logaritmicas y exponenciales, con
ellas empezaste a dominar cada vez mas los ejercicios, hasta llegar a la derivacion sucesiva
donde ahora si, pusiste en practica lo aprendido en el modulo, y comprendiste que es necesario
la practica de los ejercicios y asi se comprende mejor el tema o los temas, que no necesitaras ver
las reglas de derivacion, pues ya las aprendiste de memoria, sobre todo porque las razonaste.
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Glosario

Abscisa: que pertenece al eje que conocemos
como X, y se posicionan horizontalmente.

Adicion: una de las operaciones basicas de la
aritmética y consiste en agregar dos o mas numeros
para obtener una cantidad total, llamado suma o
resultado.

Cociente: nombre utilizado para referirse al
resultado de la division.

Derivada: es la razén de cambio instantanea con la
que varia el valor de una funcion matematica, segun
se modifique el valor de su variable independiente.

Funciéon algebraica: modela relaciones entre
variables mediante operaciones algebraicas como
suma, resta, multiplicacion, division y potencias.

Funcion constante: es la que siempre toma la
misma imagen para cualquier valor de la variable
independiente.

Funcion exponencial: tiene una constante como
base y el exponente es una expresion que posee a
la variable independiente.

Funcion lineal: funcion polinomial de grado uno.

Funcion logaritmica: en estas, la variable
independiente es la base o argumento de un
logaritmo.

Funcion polinomial: se define como una suma de
terminos con potencias de la variable x , y su grado
depende del exponente mas alto.

Indeterminacion: division % cuyo resultado no
esta definido pues tanto a como b tienden a 0.

Incremento: aumento en el valor de una variable.

Ordenada: pertenece al eje que conocemos como
¥, ¥ se posicionan verticalmente.

Pendiente: indica la cantidad en que se incrementa
o disminuye el valor de la variable dependiente,
cuando la variable independiente aumenta una
unidad.

Pensamiento Matematico Il UAEMeEX

Potencia: relacion existente entre una base y un
exponente, cuando el exponente es entero positivo,
indica el nUmero de veces que multiplicamos la base
por si misma.

Producto: término utilizado para referirse al
resultado de la multiplicacion.

Recta secante: recta que corta una curva en dos
puntos.

Recta tangente: es la linea que toca una curva en
un punto y sigue su misma direccion en ese lugar.

Regla: norma que debe cumplirse, método para
hacer operaciones.
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Presentacion

En este capitulo exploraremos distintas aplicaciones de la herramienta central del calculo; es
decir, la derivada, que permite analizar el comportamiento de funciones.

Iniciaremos con razon de cambio, que, al analizarla a fondo, nos daremos cuenta de que es una
aplicacion de la derivada por definicion, y que razon de cambio es un tema que se aplica mucho
en fisica; en el cambio de temperatura, en el cambio del precio del dolar o del euro, etcétera.

Respecto a la ecuacion de la recta tangente y normal a la curva, aplicaremos lo aprendido en
relacion con la derivada y sabremos que, de igual forma, se aplica en la fisica y en la ingenieria;
todo ello nos servira para modelar y analizar movimientos y fuerzas de objetos en movimiento.

Para el caso de |a funcion creciente y decreciente, maximos y minimos, pondras en practica los
conocimientos adquiridos, respecto a la derivada, ya que estos conceptos se pueden aplicar en
la optimizacion de procesos, y la prediccion de fenomenos naturales también se utiliza en los
sistemas economicos.

El criterio de la segunda derivada nos ayuda a identificar la concavidad de una funcion y a determinar
maximos y minimos locales, fundamental para interpretar aspectos de una grafica, asi como para
resolver problemas de optimizacion. Nos enfocaremos en comprender el comportamiento de
funciones, principalmente en su comportamiento creciente o decreciente y puntos de inflexion.

También se abordan las funciones logaritmicas y exponenciales; comprender su comportamiento
grafico y algebraico te permitira modelar y analizar fenomenos complejos de forma sencilla, las
cuales seran empleadas para comprender las funciones inversas, lo que nos llevara, de forma
intuitiva, a el proceso inverso de la derivada; es decir, la antiderivada, lo cual corresponde a
entender el teorema fundamental del calculo.

En este modulo se hablara de las funciones trigonométricas, utiles en areas como las matematicas
y la fisica; ademas, conoceremos su forma grafica y algebraica, haciendo especial énfasis en el
periodo.
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Gottfried Wilhelm Leibniz

Matematico, filésofo y cientifico aleman. Inventor independiente del calculo, uso una notacion
diferencial que facilita la escritura y comprension de conceptos clave; introdujo la notacion dy
v dx. Formulo la regla de la cadena, la regla del producto.

Figura 8.
Gotffried Withelm Leitbniz

Nota. Fuente: Gonzalez MN.. G.P. (2025). Creacion propia con Open Al. ChatGPT
[Gottfried Wilhem Leibniz] https:/ffiles.ocaiusercontent.com/file
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4.1 Razon de cambio (cinematica)

Es muy importante entender el concepto de razon de cambio de una funcion, también conocida
como velocidad instantanea de una particula en movimiento y su grafica, es una analogia de

velocidad.

La obtenemos calculando el valor de un limite del cambio de la Ay con respecto al cambio de las
Ax, y esto nos permite validar que tanto cambia Ay y Ax, cuando el cambio se acerca a ser cero,
tenemos lo siguiente haciendo uso se limites:

-

m —

Ax—0 Ax
Visto de otra manera, sea s = s (f) una funcion que proporciona la posicion de un objeto que se
mueve en linea recta, entonces la razon de cambio en el instante ¢ = ¢, es:

v(ty) = H'_‘_}.S{tu + *"-'::i" — s(ty)

Siempre que el limite exista.

De igual manera, retomando la forma en que veniamos utilizando y veremos gue sera lo mismo
que:

flx +Ax) — f(x)

=l

Y nos damos cuenta de que la formula es exactamente la misma que la de una derivada por
definicion.

Ejemplos:
1. Resuelve el siguiente problema:

¢, Cual es la velocidad de una particula que se mueve sobre una recta horizontal de coordenadas
si esta dada por la funcion:

s (f) = -4t + 10f + 6, con un instante indicadode t=3

1. Identificamos a la funcion s(f)=4t2+10t+6

2. ldentificamos todas las t en la funcion
para sustituir como x + A x

3. Desarrollamos el binomio al cuadrado 4 (t2+ 2tAt+ (ADP) + 10 (I + Af) + 6
y simplificamos -41 2 - BiAL - 4(Af + 10t + 10Af+ 6

-4t 2 - BIAL - 4 (Al + 10t + 10AL + 6 - (-4 2 + 10 + 6)

S(t+Af)=-4 (t+ A2+ 10 (t+ AH) + 6

4. Ahora obtenemos f(f + Af) - f(f)
-4t 2 - 8iAt-4 (AfF + 10t + 10At+6 + 412 -10t-6

5. Simplificamos sumando los términos _BtAL - 4 (Af)2 + 10At

semejantes
6. Obtenemos el cociente [*+4x)=/(x) —8tAt — 4(At)* + 10At
| At
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7. Factorizamos por factor comun el At(—8t — 4At + 10)

denominador v
8. Como % =1 8t-4At+ 10
o
9. Ahora obtenemos el limite ﬂl.liilﬂ —8t —4At+10
- flx+ax)-f(x)
gﬂh 2 Bt+ 10
-8 (3)+ 10

10. Si el problema solicita que t = 3,

= 24 + 10
sustituimos

S(f)=-4t2+10t+6=-14

¢, Cual es la velocidad de una particula que se mueve sobre una recta horizontal de coordenadas
si esta dada por la funcion:

s (f)=5t2+ 8t + 4, con un instante indicado de t= 2

1. Identificamos a la funcion s(f)=5t2+8t+4

2. ldentificamos todas las t en la funcion

para sustituir como x + Ax

S(t+Af)=5(t+AtR+8(t+Ah)+4

3. Desarrollamos el binomio al cuadrado
y simplificamos

5 (t2 + 2tAt + (A1) + 8 (t + Af) + 4
5t2 + 10tAt 5 (Af)? + 8t + BAL + 4

4. Ahora obtenemos f(f + Af) - F(f)

5¢2 + 10fAt + 54(Al? + 8t + BAt + 4 - (5¢2 + 8 + 4)

of 2+ 10iAf + 5 (AP + 8t + BAI+4 + 51°-8t+ 4

5. Simplificamos sumando los términos
semejantes

10fAt + 5 (AF) + 8A

6. Obtenemos el cociente £ ':”‘*‘E‘f (x)

10EAL+5(AE)% + BAL
AT

7. Factorizamos por factor comun el
denominador

10tAt+5(At)% + BAt
At

A%
8. Como Ry =1

10t + DAt + 8

9. Ahora obtenemos el limite

2 (x+Ax)—f(x)
lim f
Ax—0 Ax

lim 10t +5A¢t+8
At—0

10t + 8
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10. Si el problema solicita que f = 2,
sustituimos

10 (2) + 8
20 + 8

s(f)=-4t2+ 10t +6 =28

Otros ejemplos para aplicaciones de razon de cambio los tenemos en los indices de reprobacion
en la asignatura que llevaste en segundo semestre como lo es pensamiento matematico i, el
porcentaje de desercion escolar, los costos de produccion, la fuerza de los vientos en un huracan.

En ocasiones las razones de cambio van dirigidas con respecto a un tiempo, por ello se aplica mas
a la velocidad, pero se puede buscar respecto a cualquier variable, mucha de su aplicacion va de

la mano con fisica, para ser mas especificos en el area de cinematica.

Pensamiento Matematico Il UAEMex
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4.1.1 Ecuacion de la recta tangente y normal
a una curva

¢ Qué sucederia si nos enfrentamos a un problema como el siguiente?: Obtenga la ecuacion de la
recta tangente a la curva y = x? + 5x - 8 con angulo de inclinacion de 115°, como obtendriamos la
ecuacion?, que tendriamos que hacer, por donde empezariamos?, pues bien veamos.

Empecemos por mencionar que la recta tangente a una curva en un punto es la que pasa por la
curva en ese punto y tiene la misma pendiente que la curva en el mismo punto.

La ecuacion de la recta normal es perpendicular a la recta tangente en ese punto.
A la recta normal en lo sucesivo la denotaremos como R.N. y a la recta tangente como R.T.

Llego el momento que pongas en practica los temas vistos en los modulos anteriores, y asi lograr
averiguar para gue nos sirven, que podemos resolver con ellos.

Las derivadas tienen varias aplicaciones, una de las mas utilizadas es la obtencion de la recta
tangente y normal a la curva; para ello, podemos seguir los siguientes cuatro pasos:

1. Sustituir el valor de xgen f(x ) y con ello obtendremos las coordenadas del punto P, P (x;., f

(Xq))

2. Obtener la derivada f'( x ) y sustituimos a xg en f'(xg) = my con ello obtendremos la pendiente

3. Ahora obtenemos la Ecuacion de la Recta Tangente:
y — f(x0) = f(x)(x — xp)

4. Por ultimo obtenemos la Ecuacion de la Recta Normal

f(xp)

(x — xg)

Y—Jf(x) =

Figura 1.
Ecuacion de la recta tangente y ecuacion de la recta normal

£

14

Recta i!'ang]a-nté;

Punto de Tangencia

I:':.l. la. '|!

Recta Normal

Nota. Fuente: Gonzalez N., G.P. (2025) Elaboracion propia creada con
GeoGebra. [Ecuacion de la Recta Tangente v Ecuacion de la Recta Normal].
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Para el caso de trazar la grafica, localizamos el punto P ( xq, f( x4 )) y obtenemos el angulo de
inclinacion de la recta tangente de la siguiente forma:

1.a=tan ! m (este angulo se grafica en el punto 1° R.T.)

2. B=a+90° (este angulo se grafica en el punto 1° R.N.)

Ejemplos:

1. Obtener la ecuacion de la recta tangente y normal a la curva f(x) = »® + 2x? — 5x + 4, en el

punto de la abscisa x = 0, trazar la grafica, asi como ambas rectas.

Pasos:

Procedimiento

1. Sustituir xg en f( xg), P(xg, f(xy))

7(0) = (0) +2(0)*- 5(0) + 4
f(0)=4

P(0, 4)

2. Obtener f° (x ) y sustituira x, enella y
obtener la pendiente de la tangente, es decir:

f(xp) =m

f(xy) =3x*+4x—5
m=f(x;) =3x*+4x—5
m = 3(0) + 4(0) — 5

-

m=—aJ

3. Ecuacion de la recta tangente:

y = flxp) = F(x)(x — xp)

4. Ecuacion de la recta normal

-1
y—=Ff(xy) = m{-" — Xy)

—5y+ 20 = —x
—x — 20

¥= -
_x+2{]

y="§

Pensamiento Matematico Il UAEMeEX
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1

g=tan " —5

a=-78.69
a=180-78.69

a=101.31

Figura 2.
Ejercicio de Ecuacion de Ia recta tangente y ecuacion de la recla
normal

14§
Ahora graficamos, para ello, obtenemos el
angulo de la tangente: a = tan~! m
Bg=a-90°

Aplicando angulo reducido y angulo en posicion
normal, para calcular el angulo correcto

Wora. Fuente: Gonzalez N., G.P. (2025) Elaboracion propia creada
con GeoGebra. [Ejercicio de ecuacion de la recta tangente y ecuacion
de |a recta normal].

2. Obtener la ecuacion de la recta tangente y normal a la curva f(x) = x* 4+ 3x — 1 con una
pendiente igual a 3.

Pasos: Procedimiento
2. Obtener f’(x) y sustituira x, enellay fxp)=2x+3
obtener |la pendiente de la tangente, es S 2
decir: f'(x,) = m =) =2x%
3=2x+3
Z2x+3=13
3—3
R
x=0
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1. Sustituir g enf(zg), P (xy, f(xg)) sustituir

F(0)=(0)y+3(0)-1

el valor de zy encontrado en el paso 2 (paso )=
anterior).
P (0, -1)
y+1=3(z-0)
3. Ecuacion de la recta tangente: i Y
y-f(@o)=1" (z) (- o) 4
y=3z -1

4. Ecuacion de la recta normal

4
y+1="F (z-0)

3+ 1)=-1(z-0)

a=tan -~ m

B Jy+3=-x
y—f(xy) = }-"?Ex—“j'f:-" — Xy)
y=—23
5. Obtenemos el angulo de la tangente: a=tan"! 3
i a=71.56

3. Obtener la ecuacion de la recta tangente y normal alacurva f(z)=z*-2z+1enz=2 ,conla

cual Del Toro se monto en la bicicleta, para la carrera de su vida a su corta edad.

Pasos:

Procedimiento

F(2)=(2)-2(2f + 1

2. Obtener 7~ (x) y sustituir a g en ella y
obtener la pendiente de la tangente, es decir:

1. Sustituir zq en f(xg), P (2o, T(xzg)) f(2)=-3
P(2,-3)
f' (xg)=2z-2

f"(zg)=2xz +3

f (2)=2(2)+3

F'(za)=m
f (2)=7
m=17
y+3=7(z-2)
3. Ecuacion de la recta tangente:
y-flzo)=f"(2) (- zo) S el e
y=Tz-17

170
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-1
y+3="7 (z-2)

Ty+3)=-1(z-2)

4. Ecuacion de la recta normal

fy+21=-z+2

-1
}F B f[:"rll} . I?[I{]} (‘I o 'ID)
= =x-1
| ET 2
9. Obtenemos el angulo de la tangente: tan~! 7
a=tan"" m a=81.86

&~

| =‘ s "._.'_r. - I _‘!‘E:

[t
K e T R o &
i A % 1 -T."" ‘.r“:.,f;-" 1
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4.2 Funciones creciente vy
decreciente

Se sabe que una funcion es creciente cuando aumenta el valor de la variable independiente, y
esto hace que también aumente el valor de la variable dependiente. Esto también lo podemos ver
graficamente, ya que cuando es creciente se sesga hacia arriba siempre de izquierda a derecha,
esto es, que cuando los valores de la variable independiente que esta representada por la altura,
estos aumentan.

Para el caso de la funcion decreciente sucede que si aumenta la variable independiente la
dependiente disminuye. En el caso de su representacion grafica esto se ve como gue se inclina
hacia debajo de izquierda a derecha, por lo cual los valores de y van disminuyendo.

La funcion f es creciente en el intervalo (a.b) si f(x,) < f(x;) cuando x; < x;, x,,x; € (a, b)
La funcion f es decreciente en el intervalo (a, b) si f(x,) > f(x;) cuando x, < x;, x,x; € (a,b)

Aqui haremos uso de algo que nombraremos puntos criticos, y estos son aquellos donde la
derivada de la funcion es igual a cero o no esta definida. Son puntos muy importantes porque
pueden se maximos 0 minimos locales (que también veremos en el siguiente tema) o puntos de
inclinacion de la funcion.

Los valores extremos seran los puntos en los que la funcion llega a sus valores maximos 0 minimos
dentro de un intervalo, estos pueden ser locales o globales.

Los locales son dentro de su mismo entorno y los globales estan en todo el intervalo.

Figura 3.
Funcion crecienfe y decreciente

Es creciente antes de Py después de @

Es decreciente entre Py Q

L] "_1
Nora. Fuente: Gonzalez N., G.P. (2025) Elaboracion propia
creada con GeoGebra. [Funcion creciente y decreciente].
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Haremos uso de la pendiente de |a recta tangente ya vista en el modulo; para ello nos ayudaremos
a definir si la pendiente es positiva o negativa, visto de otra forma:

Sif(a) > 0 entonces fes creciente en x = a
Sif(a) <0 entonces fes decreciente enx = a

Los pasos para obtener los intervalos donde la funcion es creciente y decreciente, asi como los
puntos maximos y minimos (tema que veremos a continuacion) son los siguientes:

1. Calcular la derivada, es decir: f (x)

2. Aqui encontraremos los puntos criticos y para ello resolveremos la ecuacion f ™ (x) =0
Estos puntos, junto con aquellos donde la derivada no existe, f ~ (x) no existe, se llaman
puntos criticos de la funcion f. Los valores extremos se encuentran entre estos puntos.

3. Resolveremos f " (x) = 0 para encontrar los puntos criticos de x.

4. Se obtiene la segunda derivada, es decir f " (x), esto con la intencion de conocer los puntos
criticos.

5. Ahora los valores obtenidos en el punto 3 se sustituyen en la segunda derivada para
encontrar las coordenadas de los puntos maximos y minimos.

6. Obtendremos las coordenadas de los puntos maximo y minimo sustituyendo a Xg en 7 (x)
7. Trazaremos la grafica

8. Y estableceremos los intervalos donde la funcion es creciente y decreciente.

4.2.1 Maximo y minimo de una funcion

Los puntos maximos son los puntos donde la funcion alcanza su valor mas alto dentro de un
intervalo y esto se puede ver graficamente. mas altos de la grafica y los puntos minimos son los
puntos donde la grafica alcanza su valor mas bajo en un intervalo.

f (a) es valor maximo absoluto si f(a) = f(x) paratoda x e D

f(a) es valor minimo absoluto si f(a) = f(x) paratodaxelDy

Podemos tener puntos maximos y minimos absolutos o locales dentro de una grafica.
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En la grafica siguiente podemos ver que los rojos son el maximo y el minimo absoluto.

Figura 4.
Maximo y minimo

f oy
14 -
12 1

10 1

—

vy

Nota. Fuente: Gonzalez M., G.P. {2025) Elaboracion propia creada con GeoGebra.
[Maximos y minimos].

Para saber como obtener maximos y minimos, recordaremos algunos puntos importantes vistos
en el modulo 3, esto es:

f" (a) es la pendiente de |a recta tangente a la grafica de f(x) en el punto x = a
La pendiente de una recta horizontal es CERO.

Si la funcion es derivable en un maximo, su tangente es horizontal.
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Si f(a) es un valor extremo (maximo o minimo), y la funcion es derivable en x = a, entonces f " (a)
=0

Sif(a) = 0 entonces f(a) puede ser un maximo, minimo o ninguno de los dos.

Si la funcion es derivable en un maximo o un minimo, su tangente es horizontal, esto lo podemos
observar en la imagen 3 y 4.

Ahora resolveremos una serie de ejercicios para poner en practica lo aprendido.
Ejemplos:
1. Determinar maximos, minimos, creciente y decreciente de la funcion.
f(x)=2x*+ 3x? - 36x

Resolveremos a través de los pasos descritos anteriormente

1. Obtener f° (x) f(x)=6x*+6x-36

2. Encontrar puntos criticos, mediante lo

2 —
descrito con anterioridad. Ox* +6x-36=0
3. Resolver f" (x)=0 6(x*+x-6)=0
Como tenemos una ecuacion de xX*+x-6=0
segundo grado tendremos varias
maneras para resolverla como formula (x+3)(x-2)=0
general, completando el trinomio
cuadrado perfecto o factorizando. Aqui x+3=0 x=-3
factorizaremos. x-2=0 X=2
4. Obtener f ™ (x) f (x)=12x+6

f (-3)=12(-3)+6
9. Sustituirx=-3yx=2enf  (x)
f(-3)=-30
Los puntos criticos se sustituyen en la
segunda derivada para determinar si f (2)=12(2)+6
existe un maximo o un minimo relativo.

f(2)=30
6- Sustitur x=-3yx=2en f(-3)=2(-3)*+ 3 (-3)*-36 (-3) f(-3) = 81
f(x)=2x*+ 3x% - 36x
=~ X =-3 hay un maximo
Esto se realiza para determinar las
imagenes de la funcion, con lo cual se f(2)=2(2°+3(2)*-36(2) f(2)=-44
obtiene el punto maximo (-3,81) 0 minimo
(2, -44) =~ X =2 es un minimo
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Figura 5.
Ejercicio creciente y decreciente, maximo y minimo

7. Graficamos

=iC»

Nota. Fuente: Gonzadlez M., GP. (2025) Elaboracion propia creada con
GeoGebra. [ejercicio creciente y decreciente, maximo y minimos].

8. Obtenemos intervalos creciente y CARGIENE. (-00,-3)

decreciente Decreciente (2,00)

2. Determinar maximos, minimos, creciente y decreciente de la funcion.
f(x)=4x>-5x?-4x

Resolveremos a traveés de los pasos descritos anteriormente

1. Obtener f~ (x)

f"(x)=12C2-10x+4

2. Encontrar puntos criticos, mediante lo
descrito con anterioridad.

122 -10x+4=0

3. Resolver f " (x)=0

2(x*-5x+4)=0

Como tenemos una ecuacion de x2-5x+4=0
segundo grado tendremos varias

maneras para resolverla como formula (x-4)(x-1)=0
general, completando el frinomio

cuadrado perfecto o factorizando. Aqui x-4=0 x=4
factorizaremos. x-1=0 x=1
4. Obtener f ™ (x) f(x)=24x-10
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f (4)=24(4)-10
5. Sustituirx=-3yx=2enf  (x)
f(4)=86
Los puntos criticos se sustituyen en la
segunda derivada para determinar si fF(1)=24(1)-10
existe un maximo o un minimo relativo.
fF (1)=14
6- Sustituir x=4yx=1en f(4)=4(4)P-5(4F-4(4)f(-3)=160
F(x)=4x3-5x*-4x

=~ X =4 hay un maximo
Esto se realiza para determinar las

imagenes de la funcion, con lo cual f(1)=4(1P-5(1P-4(1)f(2)=-
se obtiene el punto maximo (4,160) o
minimo (1, -5) ~ X =2 es un minimo

7. Obtenemos intervalos creciente y Creciente (-0,4)

d e Decreciente (1,00)

. ..'-F S '..'--.-"‘—_::-."'-',:'4' h'. o o = S .
Tl At S e 1

- e
? o
I,j{'l- ¥
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4.2.2 Criterio de la segunda derivada

El criterio de la segunda derivada se utiliza para analizar el comportamiento de las funciones,

determinar los puntos de inflexion y la concavidad de la curva.

Criterio de la segunda derivada para concavidad

Sea f(x) una funcion cuya segunda derivada existe en un intervalo abierto /. Entonces:

Sif " (x)> 0, la grafica de la funcion es concava hacia arriba en /

Sif7 (x) <0, la grafica de la funcion es concava hacia abajo en /

Concava hacia arriba

Concava hacia abajo

Figura 6.
Curvatura en forma de “u”

Ll

A basilie
i
N

Pk

Figura 7.
Curvatura en forma de “n”

4
Xﬂ
concava hacia X

0 1 74 3 4

GeoGebra. [Curvatura en forma de “u’].

Noia. Fuente: Lopez A., M.F. {2025) Elaboracion propia creada con

0 1 2 3 B

B

|

7
1
3 iaar,

/

Nota. Fuente: Lopez A_, M.F. {(2025) Elaboracion propia creada con

GeoGebra. [Curvatura en forma de “n7].

8

3 concava hacia \
abajo

\

\
\

Un punto de inflexion de la funcion f (x) es un punto donde la segunda derivada de la funcion es
cero; es decir, f (¢)=0. En el punto hay un cambio de signo, los valores de una funcion continua
pasan de un tipo de concavidad a otra.

Sea f(x) una funcion cuya segunda derivada existe en un intervalo abierto /. Para un punto critico

X=C

Si f " (¢) > 0 la funcion es concava hacia arriba (minimo relativo)

Si " (¢) < 0 la funcién es concava hacia abajo (maximo relativo)

Nota: Un valor propuesto es un numero que eliges dentro de un intervalo para sustituir en la

primera o segunda derivada de la funcion de acuerdo a lo que se pretende analizar.
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Ejemplo 1. Determina los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion de la funcion

f(x)=x*+6x-1.

Primera derivada de f f'x)=2x+6
2x+6=0

Puntos criticos f' (x) =0 2x=-6

x=-3

Valor Signo
Analizando los puntos criticos Intervalos PTGEUESW 7' (%) Funcion
ex

El valor propuesto se sustituye en la (=00, -3) -4 f'(X)=-2<0 | Decreciente

primera derivada

(-3, =) 4 f'(x)=14 =0 | Creciente

Segunda derivada de f f"(x)=2

X " (x)

Valuando los puntos criticos en la -3 2
segunda derivada.

f" (x) > 0 existe un minimo en x = -3

f(-3) = (-3)2 + 6 (-3) - 1

Evaluando en la funcion original para f(-3)=9-18-1

obtener la coordenada y del punto. f(-3)=-10

Es un punto minimo es (-3, 10)
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Figura 8.
Ejemplo 1. Grafica

Grafica \

Nota. Fuente: Lopez A., MLF (2025) Elaboracion propia creada con
GeoGebra. [Ejemplo 1. Grafical.

f" (x) = 2> 0 la funcion es concava hacia arriba en

Intervalos de concavidad todo su dominio D = (-oo, o0)

Ejemplo 2. Determina los intervalos de concavidad y los puntos de inﬂﬁﬂn de la funcion

f(x)=2x-3x*-12x + 0. f

Primera derivada de f f'(x)=6x*-6x-12

Bx?-6x-12=0

6(x*-x-2)=0

X¥-x-2=0
Factorizando
Puntos criticos f' (x) =0 (x+1)(x-2)=0
x+1=0 x-2=0
x=.1 x=2
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Segunda derivada de f"(x)=12x-6
X T"{x)
Valuando los puntos criticos en la 1 18 ™ (x) <0 existe un

maximo relativo

f " (x) >0 existe un
minimo relativo

segunda derivada.

2 18

F(-1)=2(-1P-3 (-12-12(-1) + 9
F(-1)=2(-1)-3(1)-12(-1) + 9

f(-1)=2-3+12+9

Valuando en la funcion original para El punto maximo esta en (-1, 16)

obtener la coordenada y del punto. f(2)=2(2P-3(22-12(2)+9

f(2)=2(8)-3(4)-12(2)+9
f(2)=16-12-24+9
f(2)=-11

El punto minimo esta en (2, -11)

" (x)=0
12x-6=0
12x=6

x=

Punto de inflexion F(3)=2(3P-3(37-12(3)+9

1
2
L
2

[(3)=2(5)-3(3)-12(5)+9

1
f(3)=F-3-6+9
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Intervalos Valor de I {x) Concavidad
, prueba
Intervalos de concavidad
Concavidad
segunda derivada
Concavidad
1
(Eu ) 1 6>0 hacia arriba
Valor :
Intervalos | propuesto ?:?& r_; Funcion
de x
Analizando los puntos criticos f'(x)= :
(-o0, -1) -3 60 > 0 Creciente
El valor propuesto se sustituye en la
primera dervada (-1, 2) 0 f1 2[‘2 E Decreciente
f'(x)= :
(2,00) 3 24 > O Creciente
Figura 9.

Ejemplo 2. Concavidad y puntos de inflexion

Concava hacia Punio
abajyo Maiomo

Grafica -

Minmo  amiba

¥

Nota. Fuente: Lopez A., M.F. (2025) Elaboracion propia creada con
GeoGebra. [Ejemplo 2. Concavidad y puntos de inflexion).
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1.1.2 Pendiente de la recta tangente de una
funcion algebraica o polinomial

El estudio del calculo diferencial se basa en el siguiente problema: “Encontrar la recta tangente
a la grafica de una funcion”.

Una recta es una sucesion infinita de puntos que siguen una misma direccion, graficamente
podemos visualizar solo un fragmento de esta, por ejemplo:

Figura 9.
Funcion lineal en B2

Noita. Fuente: Lopez A, M. F. (2025} Elaboracion propia creada con Geogebra. [Pendiente de una funcion).

La pendiente de una recta nos dice que tan inclinada esta. Las rectas tienen pendiente constante,
pero las curvas cambian de inclinacion en cada punto.

Imagina que estas caminando por una Montanana. Al principio, el camino es plano, después
empieza a subir, luego se vuelve muy inclinado, después vuelve a ser plano y comienzas a

descender.

¢, Gomo puedes describir que tan empinada esta la montaia en el punto donde estas caminando?
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4.2.3 Grafica de la funcion

1. Calcula la primera derivada 7' (x)

En los ejercicios vistos anteriormente, se »
ha realizado la grafica de la funcion dada, [EEERECICRESNELGEReg e
que proporciona una visualizacion del

comportamiento de la funcion. 3. Analiza el signo de 1" (x)

Por medio del analisis de derivadas, se puede [ERSSLEICIIEREIEEEERID (el
construir una grafica que permite predecir y : :
comprender fenémenos en distintos ambitos. 5. Analiza la concavidad

Los pasos para obtener puntos estratégicos se  [AERELCICRCR I, .
resumen en la siguiente imagen: (crecimiento, concavidad, maximos Yy

minimos)

Ejemplo 1. Analiza el comportamiento de la funcion f (x) = x* - 6x% + 9x para identificar los puntos
maximos y minimos, los intervalos de crecimiento o decrecimiento, los puntos de inflexion, la
concavidad y traza la grafica.

Primera derivada de f flix)=3x*-12x+9
3X*-12x+9=0
3 (x*-4x+3)=0
¥-4x+3=0
Factorizando
Puntos criticos f' (x) = 0 (x-1)(x-3)=0
x-1=0 x-3=0
Xx=1 xX=3
Valor Siano
Intervalos | propuesto f,? » Funcion
de x (x)
(-co, 1) 0 fE {:){; Creciente
Analizando los puntos criticos
(1,3) 2 f3 (?; Decreciente
(3,0) 4 fE (: }; Creciente
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Segunda derivada de f f"(x)=6x-12

X f"(x)

f " (x) <0 existe un
maximo relativo

f~ (x) =0 existe un
minimo relativo

Valuando los puntos criticos en la 1 -6
segunda derivada.

f(1)=Q0r-e(1yp+9()
f(1)=1-6(1)+9(1)
f(1)=1-6+9
f(1)=4

Valuando en la funcion original para El punic mendmo esia en (1,

obtener la coordenada "y" del punto. f(3)=(3)*-6(32+9(3)

f(3)=27-6(9)+9(3)
f(3) = 27 - 54 + 27
f(3)=0

El punto minimo esta en (3, 0)
f"(x)=0

6x-12=0

Bx =12

Punto de inflexion f(2)=(2)3-6 (27 +9(2)

El punto es (2, 2)
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Valor de o :
Intervalos prueba " (x) Concavidad
: Concavidad
Intervalos de concavidad (o0, 2) 0 -12 Hacixeheio
Concavidad
(%) ? 2 hacia arriba
Figura 10.

Eiemplo 1. Grafica de la funcion

(1.4)

Concava hacia
abajo

Grafica

Concava hacia

arriba

-1 i 1 F i 4

L9

Nota. Fuente: Lopez A, M.F. (2025) Elaboracion propia creada con GeoGebra.
[Ejemplo 1. Grafica de la funcion].

Ejemplo 2. Analiza el comportamiento de Ia funcion f (x) = -x* + 2x* para identificar los puntos
maximos y minimos, los intervalos de crecimiento o decrecimiento, los puntos de inflexion, la
concavidad, y traza la grafica.

Primera derivada de f'(x)=-4x*+4x
A+ 4x =0
4x(x*-1)=0
x2-1=0
Puntos criticos ' (x) =0 Ax=0 =1
x=0 x=+ 1
x=1 x=-1
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(1, o) 2 24 <0 Decrece
Segunda derivada de f f"(x)=-12x2+4
X " (x)
1 8 f " (x) <0 existe un

Valuando los puntos criticos en la .- maximo relativo
segunda derivada 0 4 f " (x) >0 existe un
| minimo relativo
| 7 (x) <0 existe un
maximo relativo

El punto maximo esta en (-1, 1)

Valuando en la funcion original para

= 4 2
obtener la coordenada y del punto. r(0)=+0r+2(0)

F(0)=-(0)+2(0)
f(0)=0
El punto minimo esta en (0, 0)

F(1)=-1y'+2(Q1)
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F(1)=-(1) +2(1)
f(1)=-1+2
f(1)=1

El punto maximo esta en (1, 1)

F (x)=0
V3
RIVIRA
Punto de inflexion =3 r2y/3)

F(0.57)= ¢

El punto es {\/% \/%) = (0.58, 0.56)
= (/1) =/ 1 +2 (/1)

F0.57)= ¢

X

H_

x:

El punto es (— \/% \/%} = (-058, 0.56)

Intervalos ‘frl'f;:: f" (x) | Concavidad
Concavidad
(-0, - /%) '1 =0 h:ci?:;}ajn
Intervalos de concavidad

Concavidad

1
(‘ \/E: '0/%) 0 &> hacia arriba
Concavidad

1
(V3. ) 1 950 | hacia anaj
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Figura 11.
Eiempio 2. Grafica de la funcion

Grafica

e

Nota. Fuente: Lopez A., M.F (2025) Elaboracion propia creada con
GeoGebra. [Ejemplo 2. Grafica de la funcion].

Actwmlad E
Graf‘ icadela funcmn

inStmncic:rHES' para refnrzar EI tema wstci realiza los u51gu1entes ElEIEIEIDS
s;guE. lasindicaciones para seiecmnnar la respUesia cnrrﬁcl’a uDa clic: '&qm para
mlciar e[ EJEI'GIGIG : : N TR
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& 2
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4.3 Problemas de optimizacion (a
partir de una funcion dada)

En el analisis matematico la optimizacion es esencial. Su objetivo es encontrar los valores de las
variables que maximizan o minimizan una funcion dada, para poder alcanzar el mayor beneficio,
el menor costo o la maxima eficiencia en distintas situaciones.

En cada problema se define la funcion, se realiza el proceso de derivacion para encontrar los
puntos criticos y verificar si corresponden a un valor maximo o minimo.

Ejemplo 1. El ingreso semanal / (x) de una tienda, en miles de pesos, en funcion de los anuncios
colocados, es [ (x) = 6x-0.2x%. ; Cuantos anuncios deben colocarse para maximizar sus ingresos?

Funcion [ (x)=0x-0.2x°
Primera derivada ' (x)=6-0.4x
6-04x=0
-0.4x=-6
Puntos criticos 0.4x=6
X= 5
x=15
Segunda derivada I" (x) =-0.4 <0 existe un maximo
La cantidad de anuncios que deben colocarse para
maximizar la ganancia son 15.

Ejemplo 2. La distancia de un objeto a un punto fijo esta dada por d (x) = x* - 6x+ 13. ;En qué
valor la distancia es minima?

Funcion d(X)=x2-6x+2
Primera derivada d'(x)=2x-6
2x-6=0
2x=6
Puntos criticos 6
X= 5
Xx=3
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Segunda derivada d" (x) =-2 > 0 existe un minimo

La distancia minima entre el objeto y el punto fijo es
x=3.
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4.4 Grafica de la funcion logaritmica
con diferentes bases y exponencial

Las funciones logaritmicas y exponenciales estan relacionadas, ya que una es la inversa de la
ofra. Identificar y comprender sus graficas en esencial para interpretar problemas de ingenieria o
economia, fenomenos naturales, etcétera.

Funcion exponencial

Una funcién exponencial tiene la forma y = g“con a > 0, 2 = 1, a es un numero real positivo
llamado base.

La grafica depende del valor de a, en donde:
Si a > 0 significa que existe un crecimiento exponencial
Si 0 < a < 1 significa que existe un decrecimiento exponencial

Algunos ejemplos de funciones exponenciales son:

—— : , e . .
y = 2= cuya grafica es: ¥ =(5)r cuya grafica es:
Figura 12. Figura 13.
CrEcimiento exponencial Det:mxm'enm exponencial

Noia. Fuente: Lopez A., M.F. (2025) Elaboracion propia creada con| Nota. Fuente: Lopez A., M.FE. (2025) Elaboracion propia creada
GeoGebra. [Crecimiento exponendcial]. con GeoGebra. [Crecimiento exponencial].

En ambas graficas se aprecian ciertas caracteristicas, las cuales son:
Pasa por el punto (0,1)
Es siempre positiva y = 0
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Tiene una asintota horizontal
El dominio de la funcion sera (-co, co)

El rango de la funcion sera (0, o)

Debemos tener presente que, para que una funcion sea exponencial, la variable debe estar en el
exponente, por ejemplo:

y=x>-8 },=2$_1

Es una funcion polinomial Es una funcion exponencial

Ejemplo 1. Gréfica la funcion ¥ = 4%

X 1% Operacion
-2 0.111 F(x)=3"2
-1 0.333 =31
Realizamos |a tabulacidn, dando fx)=3
valores arbitrarios a x para hallar el 0 1 f(x)=3"
valor de y ] 3 Fo =31
2 9 f(x)=3?
3 27 f(x)=3°
Figura 14.

Eiempio 1. Funcion exponencial

Ubicamos los puntos en el plano
cartesiano y los unimos como en la
imagen

Nota. Fuente: Lopez A, M.F (2025) Elaboracion propia creada con
GeoGebra. [Crecimiento exponencial].
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1.1.2 Pendiente de la recta tangente de una
funcion algebraica o polinomial

El estudio del calculo diferencial se basa en el siguiente problema: “Encontrar la recta tangente
a la grafica de una funcion”.

Una recta es una sucesion infinita de puntos que siguen una misma direccion, graficamente
podemos visualizar solo un fragmento de esta, por ejemplo:

Figura 9.
Funcion lineal en B2

Norta. Fuente: Lopez A, M. F (2025) Elaboracion propia creada con Geogebra. [Pendiente de una funcion].

La pendiente de una recta nos dice que tan inclinada esta. Las rectas tienen pendiente constante,
pero las curvas cambian de inclinacion en cada punto.

Imagina que estas caminando por una Montanana. Al principio, el camino es plano, después
empieza a subir, luego se vuelve muy inclinado, después vuelve a ser plano y comienzas a

descender.

¢, GoOmo puedes describir que tan empinada esta la montafia en el punto donde estas caminando?

UAEMEX 22
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Ejemplo 2. Grafica la funcion y = G)I

x fix) Operacion
-2 16 ) (1)‘2
x)=\-
oo =(3
~1 4 s
r0=(3)
Realizamos |a tabulacidn, dando 0 1 % 13"
valores arbitrarios a x para hallar el Pk (E)
valor de y = f(x) 1 0.25 1y}
flx) = 2
2 0.062 (:l)2
f(x) = i
3 0.015 (1)*
flx) = 7
Figura 15.
Ejempio 2. Funcion exponencial
°
!
'|
|
1
Ubicamos los puntos en el plano
cartesiano y los unimos como en la -
imagen \
t
I.
.
A
Nota. Fuente: Lopez A., M.F. (2025) Elaboracion propia creada con GeoGebra.
[Ejemplo 2. Funcion exponencial].

Funcion logaritmica

Cada funcion exponencial tiene una funcion inversa que se llama funcion logaritmica con base a
y se denota por log,, = . Entonces: y =log, = siysolosia?=z

La grafica depende del valor de a que es la base, en donde igual que en la funcion exponencial:
Si a > 1 significa que es creciente, pero mas lentamente

Si 0 < a < 1 significa que es decreciente, pero mas lentamente
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Algunos ejemplos de funciones exponenciales son:

y = log, T cuya grafica es: y=log. (z) cuya grafica es:
Figura 16. Figura 17.
Fungon v = log, T Fumy-lﬂg! lz)

Nota. Fuente: Lopez A., M.F. (2025) Elaboracion propia creada con| Nota. Fuente: Lopez A., M.F. (2025) Elaboracion propia creada
GeoGebra. [Funcién y = log, @ 1. con GeoGebra. [Funcien y =logy (z}]

En ambas graficas se aprecian ciertas caracteristicas, las cuales son:
Su domino es (0, oo)

Su rango es (-co, o0)

Pasa por el punto (1,0)

Tiene una asintota vertical

Ejemplo 3. Grafica la funcion y=1og,, =z, €sta base es la mas comun por lo que se puede omitir el
subindice y se sobreentiende que hablamos de una base 10, es decir y =log (z).

T % Operacion

0.5 -0.30 y =log (1)

1 0 ¥ =log (2)

Realizamos la tabulacion, dando 3 0.47 y =log (3)
valores arbitrarios a x para hallar el 5 0.69 y = log (5)
valor de y = f(x) 7 084 y = log (7)
9 0.95 y =log (9)

10 1 y = log (10)
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Figura 18.
Funcion y = og, - &

. » .
. L]
Ubicamos los puntos en el plano 4
cartesiano y los unimos como en la g
imagen

Noia. Fuente: Lopez A.. M.F. (2025) Elaboracion propia creada con GeoGebra.
[Funcion log, = 1.

Ejemplo 4. Grafica la funcion y = log, «

T ¥ Operacion
0.5 -0.43 =} 1

Realizamos la tabulacién, dando Y~ 0Bs (1)

valores arbitrarios a = para hallar el 1 0 y = log; (2)

valor de y = f(x) 3 0.68 y =log; (3)
5 1 y =log; (5)
7 1.20 y =log: (7)
9 1.36 y =log; (9)
10 143 y =log: (10)

Figura 19.

Funcion ¥ = Jag. r

Ubicamos los puntos en el plano
cartesiano y los unimos como en la
imagen

Noia. Fuente:Lopez A., M.F. (2025) Elaboracion propia creada con GeoGebra.
[Funcion joe. 2 1
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4.4.1 Funcion inversa (logaritmica y
exponencial: funciones Iinversamente
entre si)

Es probable que hayas escuchado acerca de operaciones gue son inversas, como la suma con
la resta o la multiplicacion con la division; de igual forma, las funciones pueden tener una llamada
funcion inversa la cual se entiende como sigue (Neuhauser, 2004):

De forma aproximada puede decirse que la inversa de una funcion f revierte el efecto de f.
Es decir, si f transforma x en y = f (x), la funcién inversa, que se indica como f ! (y se lee
“f inversa”), toma y, y lo transforma de nuevo en x. NO toda funcion tiene inversa. Como la
funcidn inversa es a su vez una funcion, es necesario que todo valor y en el recorrido de fse
transforme sélo (sic) en un valor x. En otras palabras, debe cumplirse que siempre que x#
I 9, entonces f(T1) # f(x2), o lo que es lo mismo, f (1) = f(x2) implica que 1 =x2 "

Esto puede causar confusion, asi que analicemoslo con un ejemplo con funciones logaritmica
y exponencial. Las funciones que se van a emplear son inversas, por ahora se te dan asi para
que puedas identificar el significado de |la definicion de funcién inversa, después aprenderas como
se obtienen.

Sean las funciones fiz)=log (z) y g(z) =10 observa la tabla realizada para f(x) y analiza qué ocurre
con el dominio y el rango del intervalo mostrado:

Tabla 1.
Tabulacion de fa funcion f {x) = log (x)
Dominio , e Rango
Aplicando la funcién

X ¥
0.0001 log (0.0001) -4
0.001 log (0.001) -3
0.01 log (0.01) -2
0.1 log (0.1) -1
1 log (1) 0
10 log (10) 1
100 log (100) 2
1000 log (1000) 3
10000 log (10000) 4

Nota. Fuente: Evangelista E., MA. (2025) Elaboracidn propia. [Tabulacion de la funcion £ (x) = log (z)].
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Observa que a cada valor de x le corresponde un unico valor de y.

Ahora observa |la tabla realizada para g (x) y analiza que ocurre con el dominio y el rango del

intervalo mostrado:

Tabla 2.
Tabulacion de la funcion g (x) = 10*
Dominio ] ) Rango
Aplicando la funcion

ﬂ? y
-4 log (0.0001) 0.0001
-3 log (0.001) 0.001
-2 log (0.01) 0.01
-2 log (0.1) 0.1
0 log (1) 1
1 log (10) 10
2 log (100) 100
3 log (1000) 1000
4 log (10000) 10000

Nota. Fuente: Evangelista E., M.A_ (2025) Elaboracion propia. [Tabulacion de la funcion g (x) = 10%].

Puedes notar que el rango de f (x) es el dominio de g (x) y que los valores del rango de g (x) nos
regresan a los valores originales del dominio de f (x), esta es precisamente la idea de funcion

inversa.

Graficamente se tiene la siguiente figura:

Pensamiento Matematico Il UAEMeEX

Figura 20.
Graficas de las funciones inversas I (x) = log (z) y g (x) = 10"

y|

g(x) =10

f(x) = log (x)

== P

Nota. Fuente: Evangelista E., MA. (2025) Elaboracion propia con
GeoGebra. [Graficas de las funciones inversas f(x) =log (z) yg (x) =107 |
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En caso de necesitarlo, pide ayuda a tu profesor para que te muestre |la manera para realizar estas
operaciones con tu calculadora y puedas verificar por ti mismo como se han obtenido los datos
de las tablas.
A continuacion, se enlistan algunas propiedades de las funciones inversas (Casteleiro, 2006):
1) Una funcion no tiene por qué tener inversa, pero si la tiene, es unica.
2 )EI dominio de fes el recorrido de f ™ y viceversa.

3) Las funciones fy f " son simétricas respecto de la diagonal del primer cuadrante.

4) Si fes inversa de g, se cumple que g es inversa de f, es decir, las funciones inversas son
conmutativas.

5)Toda funcién que tenga inversa debera cumplir: fo f t=f1 of=1I (funcion identidad).
En |la propiedad 5) el simbolo o representa una operacion de funciones denominada composicion
de funciones, la cual consiste en palabras simples, colocar una funcion dentro de otra funcion.

Es muy util cuando se requiere que el valor obtenido al sustituir una variable en una funcién sea
empleado en una segunda funcién, observa el siguiente ejemplo:

Funcion 1: g (z) = 107

g (3)=10*= 1000
Funcion 2: f (z) = log «

f(1000) = log 1000 = 3

Con ayuda del ejemplo anterior analiza los datos de las tablas 1 y 2, elige valores de x y observa
como al utilizar la composicion de funciones inversas regresas al mismo valor de z.

La funcién composicion consiste en primero sustituir una funcidn en la otra y después evaluar
directamente el valor de x, es decir;

(fog) (3) = log (107)
= log (10°)
= log (1000)

=3
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En caso de necesitarlo, pide ayuda a tu profesor para que te muestre la manera para realizar estas
operaciones con tu calculadora y puedas verificar por ti mismo como se han obtenido los datos

de las tablas.

Figura 21.
Graficas de las funciones inversas f (x) = log (z) y g (x) = 10* y su simetria
respeclo a la funcion identidad

r
s
L
#
#
&

g(x) = 10 f*

~" Funcién identidad
s y=X

f(x) = log (x)

#
)
7
r
&
-
&
¥
&
»
#

Neota. Fuente: Evangelista E., MA. (2025) Elaboracion propia con
GeoGebra. [Graficas de las funciones inversas f (x) = log (z) y g (x) = 10%
¥ su simetria respecto a la funcion identidad].

En conclusién, este es un ejemplo que permite identificar que las funciones logaritmicas y
exponenciales son inversas, haz lo mismo con otros tipos de funciones y continua aprendiendo

sobre funciones inversas.

¢ Como se obtiene la inversa de una funcién?

Para obtener inversas de funciones se pueden realizar los siguientes pasos:
1) Escribir a la funcion empleando ambas variables x y y.
2) Intercambiar la x por la y y viceversa.
3) Despejar y.

4) Escribir a la funcion obtenida como f (X).

201
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Ejemplo 1:
Funcién: f(z)=2x+5
Paso 1 y=2x+5
Paso 2 r=2y+5

Paso3 2y+5=x

2y=zx-5
=5
- 2
Paso 4 e 8 S
7 (x)= =5
La funcién inversa de f(z) =2z +5es f ' (z) = 555 .
Figura 22.

Gréficas de las funciones inversasrix) =2y +5es i (x) = % ¥ 5u
simetria respecto a la funcion identidad.

fix)=2x+5 .’ Funci6n identidad
y =X

Nota. Fuente: Evangelista E., M.A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Graficas de
las funciones inversas f(x) =2y +5es f 1 (x) = z-5 ¥ su simeiria respecto a la funcion

identidad ] -
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Ejemplo 2:
Funcion: g (z) = 5 3_1
Paso 1 y= 2_1
Paso 2 r= 3y 2_1

Paso 3 3],_1-_-%

Paso 4 g! (x) = r".;_;:

24
3

La funcion inversa de g (z) = 3§+f1 es g'l (x)=

Figura 23. 5k "
Graficas de las funciones inversas g (x) = 5o s i=r )= ;-:
V 5u simetria respecto a la funcién identidad.

2 g
g(I}= 31_1 2

a

. "Funcién identidad
y =X

e 24 x
; 7
g (x) ™

Nota. Fuente: Evangelista E., M A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Graficas de las
funciones inversas g (x) = —2%_ es o1 {x) = 2XZ y su simetria respecto a la funcion
j . iz -1 g 3z

identidad ].
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Aqui es donde entra el concepto de pendiente de la recta tangente.

- Si subes suavemente, la pendiente es pequefa y positiva.
- Si subes con fuerza, la pendiente es mayor.

- Si estas en un camino plano, la pendiente es cero.

- Si empiezas a bajar, |a pendiente es negativa.

Una recta es tangente a una funcion algebraica /(x) en el punto r(x, y,) si coincide con la direccion
de la curva en ese punto y la toca sin atravesaria. Figura 10.

Figura 10.
Recta J._‘angeme en k2

—
el
"I
-
e

Nota. Fuente: Lopez A, M. F (2025) Elaboracion propia creada con Geogebra. [Recta tangente en R3]

La pendiente que se simboliza con la letra (m) esta definida como la diferencia en el eje Y divido
por la diferencia en el eje X para dos puntos distintos de esta recta. Es decir:

ﬂ}':yl—}"u

Pendiente (m) = 5
X Xi—%Xg

Ax = es el cambio en los valores de la funcion
Ay = es el cambio en los valores de la variable independiente
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Ejemplo 3:
Funciéon: f(z)=e**4
Paso 1 y=gtr=4
Paso2 gp=e%v

Paso3 In(xz)=2y-4

2y-4=In(z)
2y=In(xz)+4
y= In (23:}+4
Paso 4 f_l (z) = In (2:1:]4—4
La funcién inversa de f(z) = e2* 4es [ (x)= 12 {;’]H

ura 24.
Fig n (z)+4

i -1
Gréificas de las funciones inversas f () = e2* 4 es [~ g = In (=)
v su simetria respecto a la funcion identidad

2

Nota. Fuente: Evangelista E., M.A_ (2025) Elaboracién propia con GeoGebra. [ Gréificas de
las funciones inversas f(x) = e2*—4es f 1 (x) = In_(2)+4 y su simetria respecto a la
funcion identidad 4
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4.5 Periodo de la grafica de las
funciones: y=a Sen bx y =a Cos bx

Con la finalidad de comprender mejor los conceptos de este apartado, es conveniente identificar
que las graficas de algunas funciones presentan similitudes, por ejemplo, todas las funciones
polinomiales lineales generan una recta, las cuadraticas pueden generar una parabola, las
funciones racionales suelen tener asintotas y las funciones exponenciales y logaritmicas son
crecientes o decrecientes; las funciones que presentan estas similitudes, cuando se ajustan y
varian ciertos parametros, son conocidas como familias de funciones.

Existen familias de funciones muy utiles en matematicas llamadas funciones trigonometricas,
sirven para describir un buen numero de fendmenos, por ejemplo, el comportamiento de la luz,
el funcionamiento del horno de microondas, la transmision del sonido, |a transferencia de datos,
el diseno de radares, ecografias, el calculo de fuerzas y tensiones en estructuras y armaduras,
entre otros.

Estas funciones surgen de las llamadas razones trigonomeétricas, relaciones entre lados y angulos
de un triangulo rectangulo, que es un triangulo que tiene un angulo de 90 grados. Los antiguos
griegos estudiaron a profundidad estas relaciones y descubrieron muchas propiedades que son
bastante utiles hoy en dia.

Comunmente se habla de seis razones frigonométricas, tres directas: seno (sen a veces
tambien escrita sin), coseno (cos) y tangente (fan a veces también escrita fg), y tres reciprocas
respectivamente: cosecante (¢sc), secante (sec) y cotangente (cot).

Para representarlas graficamente, en un plano cartesiano se coloca una circunferencia unitaria
(aquella que tiene radio de una unidad, independientemente de la unidad que se emplee) y desde
el origen se traza un radio hacia cualquier punto de la circunferencia de coordenadas P = (X,
¥), a partir de ese punto, se fraza un segmento de recta hacia el gfe x que sea perpendicular a
dicho eje; formando asi un triangulo rectangulo de base x, altura y e hipotenusa r = 1. Los lados
que forman al angulo de 90° se denominan catetos, pero necesitamos definir uno que se llamara
adyacente y otro opuesto, para esto se requiere elegir uno de los restantes dos angulos al que
llamaremos 6. De forma tradicional, el angulo que se suele emplear se ubica entre el radio y el gje
X, por ende, 8 estara comprendido entre |a hipotenusa y el que llamaremos cateto adyacente, el
lado restante sera el cateto opuesto.
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Visualmente se tiene lo siguiente:

Circunferecia

Figura 25.

Triangulo rectangulo en circunferencia unitaria

b

unitaria
Punto (x.y)
Radio %
r= *
Cateto
\ an° opuesto
) 3 )(__
Origen J 1
9 Y
X
Cateto

adyacente

Noita. Fuente: Evangelista E.. M_A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Triangulo rec-
tangulo en circunferencia unitarial.

A partir de esta imagen, es mas sencillo identificar las seis razones trigonomeétricas basicas que

son (Contreras et al., 2006):

Tabla 3.

Razones Irigonomeétricas

Directas
_ Cco
sen@= A
P e
cosB@= s
_ o

tan 6 = ==

ARV 4

Reciprocas
donde
co
csc 8=~ h = hipotenusa
csc @ = % co = cateto opuesto
_ co  ca = cateto adyacente
csc = —-

Nota. Fuente: Evangelista E., M.A. (2025) Elaboracion propia [Razones trigonomeéfricas]
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Visualmente, las razones trigonomeétricas representan lo siguiente:

Figura 26.
Representacion grafica de las razones trigonomeétricas basicas

csc 8

Nota. Fuente: Evangelista E., M A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Representacion
grafica de las razones trigonomeétricas basicas].

Como puedes observar, al igual que las razones vistas en Pensamiento Matematico Il, una razon
trigonomeétrica es la relacion existente entre dos medidas de una circunferencia unitaria y las rectas
mostradas en las figuras 25 y 26; por ejemplo, la relacion entre hipotenusa y cateto opuesto se
llama seno, mientras que la relacion entre hipotenusa y cateto adyacente se llama coseno, entre
otras. Hasta el momento se han definido y explicado qué son las razones trigonomeétricas, pero en
si, estas no representan funciones, para ello es importante entender que a medida que el punto P=
(x, ¥) se mueve en el contorno de la circunferencia, los valores de las seis razones trigonométricas
cambian de forma proporcional. En seguida, se explicara unicamente el comportamiento de las
funciones seno y coseno.

Recordemos que en una funcion podemos tener una variable independiente y una dependiente,
hagamos que la variable independiente sea x y que la variable dependiente sea el valor del seno

para esa x:
Funcidén seno
y=senx
X ¥
A 0° 0.000
B 20° 0.342
C 40° 0.643
D 60° 0.866
E 80° 0.985
F 90° 1.000
Pensamiento Matematico Il -~ UAEMéx 208



Pensamiento Matematico lli

Universidad Auténoma

ol Bk A d nadar Aplicaciones de la derivada
G 100° 0.985
Figura 27.
H 120° 0.866 Grafica de la funcion seno para 0° = x = 360°
| 140° | 0.643 1Yy EES
J 160° 0.342 s : i ! _
K 180° 0.000 q e
L 200° -0.342 o ¢
M 220° -0.643 o '
A ] K i X

N 240“ _D_BEE - l:l'. . 40" B ag" 1 120" 4 180" 15‘_ Aot 23 MO e At 3T 3N 34 .ﬁ' 1a0" =
O 260° -0.985 oot u 7
P 270° -1.000 = _
Q | 280° | 0985 | . ¢
R | 300° | 0866 | I \oEg”
S 320° | -0.643 ' : e .

Nota. Fuente: Evangelista E.. M.A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Grafica de la
¥ 340° -0.342 funcion seno para 0° = x = 360°].
U 360° 0.000

Observa que la seccion mostrada de la funcion seno empieza por una interseccion con el eje
x, después es creciente hasta llegar a un valor de la ordenada que es mayor que el resto de los
que estan a su alrededor, esto se puede asociar a un maximo local como se vio en el modulo
3, posteriormente decrece a ofra interseccion con el eje x ,y continua decreciendo hasta un
minimo gue de firma analoga se asocia con un minimo local, al final, es creciente hasta una ultima
interseccion con el eje x cumpliendo asi una vuelta de 360°. Los conceptos de maximo y minimo
local pueden ser demostrados mediante derivadas, se hace la invitacion a que con ayuda de tu
docente y companeros analicen este hecho e identifiguen por qué si son maximos 0 minimos
locales.

Ahora realicemos el mismo procedimiento para el coseno:

Funcion coseno
y=cosx
X ¥
A 0° 1.000
B 20° 0.940
C 40° 0.766
D 60° 0.500
E 80° 0.174
F 90° 0.000
G 100° -0.174
H 120° -0.500
I 140° -0.766
J 160° -0.940
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K 180° -1.000 Figura 28.
Grafica de la funcion coseno para 0° = x = 360°
L | 200° | -0.940 by .
1“;,' -ﬁ -F Ll
M 220" -0.766 it c 3
N 240° -0.500 i D F
o | 260° | -0.174 | _ :
P ETDE D‘DUD o 20" ag* Ea' Bo® .F'Iil.'.l' 120" 1apt 1SRt 180T HWS 23 M RE -F:"II:I‘ b 11 o L T L ‘J!D‘E
\@ e
Q 280° 0.174 o ;
R | 300° | 0500 | _ . ;
g | e | ol | e iy
™ T
T 340° 0.940 Nota. Fuente: Evangelista E.. M.A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Grafica de la
funcion coseno para 0° = x = 360°].
U 360° 1.000

Observa que la seccion mostrada de la funcion coseno empieza por un maximo local y decrece
hasta una interseccion con el gje x, despueés continua decreciendo hasta llegar a un minimo local,
después crece a ofra interseccion con el gje x y, continua creciendo hasta otro maximo local
cumpliendo asi una vuelta de 360°.

Al representar angulos en el plano cartesiano, una vuelta va de 0 a 360° a esto se le llama un
ciclo o periodo, cuando los angulos son mayores a 360°, se inicia una segunda vuelta o segundo
ciclo, pero los valores del seno y del coseno van a coincidir con los del primer periodo; por tanto, la
grafica obtenida en las figuras 28 y 29 se va a repetir tantas veces como ciclos se desee graficar;
a las graficas que tienen este comportamiento se les llama periodicas. Da clic sobre las siguientes
figuras para iniciar una simulacion y puedas observar como se generan las graficas de la funcion
Seno y coseno respectivamente:

Figura 29.
Grafica de la funcion seno para tres ciclos.

:' - - -
A A T L

Primer ciclo Segundo ciclo [arcer ciclc

f(x) = sen x

f(210°) = sen 210° = -0.5

Nota. Fuente: Evangelista E., M.A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Grafica de la funcion seno para tres ciclos].
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Figura 30.
Grafica de [a funcion coseno para ifres ciclos.
A
y
%= 120"

[ f:h\? v H\“ / X

IIIL"H .--"lIIlI Hi i : \ .--"/
Primer ciclo segundo ciclo lercer cicle
f(x) = cos x
f(120°) = cos 120° = -0.5

Nota. Fuente: Evangelista E., M_A. {2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Grafica de la funcion coseno para tres ciclos].

En las simulaciones pudiste observar como al cambiar el valor del angulo (argumento de la funcion
trigonomeétrica), las funciones seno o coseno se extienden de forma periodica a lo largo del gje x,
alternando valores maximos y minimos relativos, por intervalos, que crecen y decrecen hasta el
valor de la amplitud. También que existen de forma periodica intervalos crecientes y decrecientes,
asi como concavidades positivas y negativas separadas por puntos de inflexion que coinciden con
las intersecciones de la funcion con el gje x. Puedes notar que en las funciones trigonométricas
es posible emplear varios conceptos vistos hasta ahora, ponlos en practica con ayuda de tus
companeros y docente.

Es importante mencionar que hasta ahora se han empleado los angulos (argumento de la funcion
tfrigonometrica) medidos en grados, un sistema conocido como sistema sexagesimal; sin embargo,
existen otras formas de medir angulos, como lo es el sistema ciclico, en el que la vuelta a una
circunferencia equivale a 2m radianes. En la siguiente tabla se muestran algunas equivalencias:

Tabla 4.
Equivalencias entre dngulos del sistema sexagesimal y el sistema ciclico

Grados Radianes Grados Radianes Grados Radianes
0°0360° | 0o 2nrad 120° 2 d 240° e
15° 3]'15 rad 135° % rad 255° 'l%l rad
30° + rad 150° L - 270° 2 rad
i T rad 1657 5 rad 285° 2 rad
60° 3 rad 180° 1 rad 300° 5 rad
75° 2 ad 195° X rod 315° T rad
90° 7 rad 210° 5 rad 3307 & rad
105° % rad 225° T rad 345° | A g

Nota. Fuente: Evangelista E., M.A_ (2025) Elaboracion propia. [Equivalencias entre angulos del sistema sexagesimal y el sistema ciclico].
r
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Ademas de los valores mostrados en la tabla anterior, también se puede emplear la siguiente
relacion y realizar una proporcion para calcular el valor de cualquier angulo entre ambos sistemas
de medicion:

T rad = 180°

Esta relacion es importante porque el sistema ciclico suele ser empleado para casos como el de
las funciones seno y coseno que se extienden longitudinalmente.

Al ser una familia de funciones, existen ciertos parametros que modifican el comportamiento de
las graficas de la funcion seno y coseno, en este tema se abordan dos de ellos: la amplitud, que
indica los valores maximos que puede tomar la imagen de la funcion, y el parametro b (asociado
al periodo), el cual indica qué tan ancha o angosta sera la funcion para cada ciclo de la grafica,
algebraicamente se representan de la siguiente forma:

Figura 31.
Parametros a y b en las funciones trigonomélricas seno y coseno

y=asenbx Yy = acosbx

| | ]

Parametro Parametro Parametro Parametro
a b a b
Asociado a Asociado al Asociado a Asociado al

la amplitud periodo la amplitud periodo

Noia. Fuenie: Evangelista E., M_A. (2025) Elaboracion propia. [Parametros a y b en las funciones trigonometricas seno

¥ COsenol.
Como puedes observar, el parametro amplitud a esta multiplicando a toda la expresion seno o
coseno, por lo que el valor de la funcion adquiere a veces el valor de la funcion f(x) = sen x o f(x)
= COS$ X, segun sea el caso, por lo que decimos gue la funcion se hace mas “alta™ o "baja”.

Por otro lado, el parametro b esta multiplicando al argumento (angulo) de las funciones, por lo
que, si para un ciclo a las funciones f (x) = sen o f (x) = cos x les lleva ocupar 360° 0 2m rad, a
las funciones g (x) = sen bx 0 g (x) = cos bx les lleva b veces menos completar un ciclo; para
ejemplificar esto, observemos el siguiente ejemplo:

Figura 32.
Graficas comparativas de las funciones F{x) = sen {x) ¥y g {x) = sen (2x).
2y
’ f(x) = sen (x)
x
0 m
_¢4 9(x) = sen (2x)
Nota. Fuente: Evangelista E., M.A. (2025)
Elaboracion propia con GeoGebra. [Graficas
comparativas de las funciones f {x) = sen (x)
=f3 ¥ g (x) = sen (2x)].
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Definicion:

“Dado que los angulos 8 y 8 + 2 corresponden al mismo punto P
los valores de las funciones trigonometricas en 6 y en 8 + 21T son los
mismos. En consecuencia, las funciones trigonometricas son funciones
periodicas. El periodo de una funcién f se define como el menor valor
positivo p de manera que f (x + p) = f (x) para todos los valores x en el
dominic de f.”

Con ayuda de la figura y definicion anteriores puedes observar que para cumplirse un ciclo de la
funcién g (x) = sen 2x se requiere la mitad de longitud que requiere la funcion f(x) = sen x, en otras
palabras, decimos que el periodo de la funcién g (x) = sen 2x es la mitad del periodo de la funcién
f (x) = sen x; por ejemplo, el punto maximo de f (x) ocurre en x = m mientras que ese respectivo
punto maximo en g (x) ocurre a la mitad de f (x) en = 5, de igual forma, la Gltima interseccién
de f(x) ocurre en x = 2m mientras que esa respectiva interseccion en g (x) ocurre a la mitad de f

(X) en x = m.

Esto se puede generalizar para cualquier valor del parametro b y también, de forma analoga, para
la funcion coseno, por lo que los periodos de las familias de funciones trigonométricas seno y

coseno esta dado por:

Periodo
p o 180 Para el sistema
=% sexagesimal
p= 21 rad Para el sistema ciclico

b

Da clic en la siguiente imagen y analiza las semejanzas y diferencias con las funciones f (x) = sen
XYy g (x)=asen (bx), desliza los parametros a y b para que observes como se comporta la grafica
de g (x) = a sen (bx):

Figura 33.
Graficas comparafivas de las funciones f {x} = sen (x) ¥ q (x) = a sen {bx).

E"!l.r

f(x) = sen (x)

_4  9(x) = sen (2x)

-2
Nota. Fuente: Evangelista E., M.A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Graficas
comparativas de las funciones f {x) = sen {x) ¥y g (x) = a sen (bx]].
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Figura 11.
Fendiente de una recta

Nota. Fuente: Lopez A., M. E ({2025) Elaboracion propia creada con Geogebra. [Pendiente de una rectal.

En funciones algebraicas o polinomiales la pendiente no es constante, para aproximar la pendiente
en un punto, usamos dos puntos cercanos a la curva.

Un punto fijo inicial definido por (x;, f(x,))
Un segundo punto moévil cercano definido por (xg + 4x, f(x, + Ax))

Ay _ Jilxp+Ax)—f(xg)
= Ax

La pendiente entre estos dos puntos es: m =

. ; (xg+Ax)=f(x
Con esta formula se calcula la pendiente de |la recta secante m.,.. = { % = /(Xo)

la curva entre dos puntos.

que corta

Si hacemos que se haga muy pequeno, es decir, que el segundo punto se acerque al primero,
hasta el limite, la secante se convierte en una recta tangente.
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Da clic en la siguiente imagen y analiza las semejanzas y diferencias con las funciones 7 (x) = cos
XYy g (x)= acos (bx), desliza los parametros a y b para que observes como se comporta la grafica
de g (x) = a cos (bx):

Figura 34.
Graficas comparativas de las funciones f (x) = cos (x) v g (x} = a cos (bx).
a=2 12 ¥

et ==

10 f(x) = cos (x)
b=2 8 Amplitud f(x) = 1
T e
6 Periodof(x)=2m
4
2
-8 /-fm -6m /-bmM /—4m /-3n =2n /-m 0O 2m  fam 4w Ahw Jem S B

- - - _2. - -

-4

5 g(x) = 2 cos (2x)
-8 Amplitud g(x) = 2

=10 Periodo g(x) =
12

Noia. Fuente: Evangelista E., M_A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Graficas comparativas de las funciones
f(x) =cos (x) yg(x)=acos (bx]].

En las simulaciones pudiste observar que el primer ciclo coincide con el valor del periodo, mientras
que el segundo, tercer y subsecuentes ciclos se obtienen sumando el periodo al valor final en de
cada ciclo, por ejemplo:

Ejemplo 1:

Funciéon: f(v)=senv

Parametro o =1
Parametro b= 1

Periodo p= %: %: o

El primer ciclo va de 0 a 2n. El segundo ciclo inicia donde terminé el primero en 2n y se extiende
21w mas para cubrir el segundo ciclo, y asi sucesivamente:

Primer ciclo [0, 2n]
2n+2n=4n
Segundo ciclo [2m, 4n]
dn+ 2n=6n
Tercer ciclo [4m, 6]
6+ 2w = 8n

Cuarto ciclo [6m, 8m]

Pensamiento Matematico Il ~ UAEMeéx 214



Universidad Auténoma
del Estado de México

Pensamiento Matematico lll
Aplicaciones de la derivada

La grafica correspondiente es:

Figura 35.
Grafica fa funcion f (x) = sen {x) para 4 ciclos.
Y
1
0.8
0.6
0.4
0.2

5
0 3 o T
-0.2
=0.4
0.6
=0.8
1

Nota. Fuente: Evangelista E., M.A_ (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Grafica la funcion £ (x)
= sen (x) para 4 ciclos].

Ejemplo 2.
Funcién: f(x)=3 cos {%]
Parametro a=3

Parametro p = %

Periodo p= 2 - ig S

El primer ciclo va de 0 a 4n. El segundo ciclo inicia donde terminé el primero en 4nt y se extiende
4w mas para cubrir el segundo ciclo, y asi sucesivamente:

Primer ciclo [0, 4n]

dn+d4n=8n
Segundo ciclo [4m, 8n]
Bn+d4n=12n

Tercer ciclo [8m, 12n]

e - . g & .

También identifiguemos que en la funcion f (xz) = 3 cos {T} el parametro g tiene un valor de g =
3, por lo que los respectivos valores de las ordenadas de los puntos maximos y minimos estaran
determinados por esa cantidad, siendo positivo para los maximos y negativo para los minimos.
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También identifiquemos que en la funcién f (z) = 3 cos {%} el parametro ¢ tiene un valor de a =

Figura 36.
Gréfica la funcidn f (x) = 3 cos (5) para 3 cicios

T¥
3
2.5
z
FI'JE 1 1 |
1
0.5
| A
2m 4 5 BT Br 9 107 m 12w

Nota. Fuente: Evangelista E., M_A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Grafica la funcion f (x)
= 3 cos () para 3 ciclos]

Ejemplo 3.
Funcién: f(z)=25sen (4x)
Parametro a=5

Parametro b=4

Periodo p= 21 = 21 = 11
b 4 2

El primer ciclovade 0 a 1 g segundo ciclo inicia donde terminé el primero en % y se extiende
% mas para cubrir el segundo ciclo, y asi sucesivamente:

Primer ciclo [p, %]

I 4 II =
g g

Segundo ciclo [%, ]

T['I'E: 311

2 " 2
Tercer ciclo [x, iﬂﬂ]

Cuarto ciclo [%_ 21
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Tambien identifiguemos que en la funcion f (x) = 5 sen (4x) el parametro a tiene un valor de a =
3, por lo que los respectivos valores de las ordenadas de los puntos maximos y minimos estaran
determinados por esa cantidad, siendo positivo para los maximos y negative para los minimos.

La grafica correspondiente es:

Figura 37.
Grafica la funcion T (x) = 5 sen (4x) para 4 ciclos

ANANANA
RIRTRIAYS

Nota. Fuente: Evangelista E., M.A_ (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Grafica la funcion 7 (x)
= 3 sen (4x) para 4 ciclos].

B2 i e Eh

Ejemplo 4:

Obtener la funcién que representa a |la siguiente grafica:

Figura 38.
Ejercicio 4

Nota. Fuente: Evangelista E., M.A_ (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Ejercicio 4].
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Se puede observar que la funcion empieza con un punto maximo en x = 0, por lo que se trata
de una funcién coseno, ademas el punto en el que la grafica cruza al gje y es 3, por lo tanto, la
amplitud a es a = 3. Despues, el siguiente punto maximo representa el final del primer ciclo de la
funcion coseno, el cual se encuentra en & = 8w, por lo que el periodo P es P=8n , ahora solo basta
despejar al parametro b de la formula del periodo:

-3

En conclusién, la funcion que representa a la grafica dada es:
f(x)=acos(bx) cona=3 A b= %
f(x)=3cos (711- x)
f(z) =3 cos (F)
Ejemplo 35

Obtener la funcion que representa a la siguiente grafica:

Figura 39.
Ejercicio 5

3 ™ 5m K

Nota. Fuente: Evangelista E, M.A_ (2025) Elaboracién propia con GeoGebra. [Ejercicio 5]
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Se puede observar que la funcidon empieza con una interseccion en x = 0, por lo que se trata de
una funcion seno, ademas el punto en el que la grafica cruza al eje y es 4, por lo tanto, la amplitud
aes a=4. Después, el tercer punto de interseccion representa el final del primer ciclo de la funcién
seno, el cual se encuentra en x = n, por lo que el periodo P es P = n , ahora solo basta despejar
al parametro b de la formula del periodo:

_om
=5
_ om
b-""'-P"'"
_2m
b=
b=2

En conclusion, la funcién que representa a la grafica dada es:
f(fxy=asen(bx) cona=4 A b=2
f(x)=4sen(2z)

Ahora tienes una mejor comprension de las funciones trigonomeétricas seno y coseno, existen
otros parametros que las afectan, por ejemplo, el denominado angulo de desfasamiento, el cual
recorre horizontalmente a la grafica ya sea a la izquierda cuando este angulo es positivo, o a la
derecha cuando es negativo, estos y mas temas los podras analizar en tus siguientes cursos de
Temas selectos de matematicas o en los siguientes cursos de matematicas de tu bachillerato.
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4.6 Problemas de modelacion-
optimizacion (estableciendo Ila
funcion)

A lo largo de este texto has examinado el comportamiento de diferentes tipos de funciones:
polinomiales, racionales, irracionales, logaritmicas, exponenciales y trigonomeétricas; también
has aprendido que son utiles para diferentes contextos. En este apartado analizaremos algunas
situaciones en las que se puede inferir o definir un modelo matematico que las represente, con
el objetivo de que se oplimice algun parametro de la situacion planteada; por ejemplo, reducir los
costos de produccion de contenedores, calcular cual es el tamano apropiado de un envase para
su almacenamiento y transporte, entre otros. Empecemos analizando la siguiente situacion.

Ejemplo 1

Se tiene un rectangulo de carton de 90 cm x 60 cm, con &l se desea construir una caja sin tapa
cortando un cuadrado en cada esquina y doblando hacia arriba las pestanas resultantes. ;Cual
es la medida del lado de los cuadrados de las esquinas que permite que el volumen de la caja
resultante sea el maximo posible? ; Cual es el valor del volumen maximo?

Solucion:

l[dentifiguemos que se desea optimizar el volumen, en este caso, que sea el maximo posible, por
lo que el objetivo principal del ejercicio es modelar la funcion del volumen de la caja en términos
de la medida del lado del cuadrado que se requiere cortar en las esquinas.

Primero realicemos un bosquejo del rectangulo indicado, en el que se muestren los cuadrados
solicitados en las esquinas, dado que no se conoce la medida que debe tener, se asignara la
variable x (en cm) para representarla; ademas, como se van a cortar estos cuadrados, la medida
de cada lado se reduce en 2x:

Figura 40.
Recfangulo de carion con corfes cuadrados en las esquinas para formar una caja

X X

X X
60 — 2x
X X
 S—— .
X 90 — 2x X

Nora. Fuente: Evangelista E., M.A. (2025) Elaboracion propia. [Rectangulo de carton con
cortes cuadrados en las esquinas para formar una caja).
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Al realizar los dobleces con las pestanas resultantes se obtiene una caja, donde la altura
corresponde precisamente a esa medida desconocida x:

Figura 41.
Caja de carton

60 — 2x

90 — 2x

Nota. Fuente: Evangelista E., M.A. {2025) Elaboracion propia. [Caja de carton].

De la caja resultante, podemos obtener la funcion que representa el volumen en términos de la
variable x:

Caja
Formula del volumen
V' = largo x ancho x alto
Funcion del volumen
V (x) = (90 - 2x) (60 - 2x) (x)
V (x) = 4x3 - 300x2 + 5400x

Una vez obtenida la funcion que se desea optimizar, recurrimos a los procedimientos que
aprendimos sobre maximos y minimos.

Derivamos a la funcion V (x):
V' (x) = 12x% - 600x + 5400

Recordamos gue una funcion tendra un maximo o un minimo cuando f' (x) = 0, por lo que
igualamos la derivada con 0:

12x x2-600x+5400=0
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Con la finalidad de simplificar un poco la ecuacion cuadratica se reduciran ambos miembros al
dividirlos entre 12:

1222 —600z+5400 _ 0
12 =12

z?*-50x +450=0

Obtenemos los valores de xx con alguno de los metodos vistos en apartados anteriores, en este
caso se empleara la formula general:

—b + Vb2 — dac
Ir = Elﬂ.

_(_m})i \/(—sn;ﬁ ~ 4(1)(450)

= 2(1)

_ 50+ /700
= 2

z = 502048

De donde los posibles valores de x son:

= 50-26.46 o= 50+26.46
2 2
_ 23.54 _ 76.42
=3 T2
x=11.77 x=238.23

Desde este momento se podrian deducir algunas cosas importantes, por ejemplo, darse cuenta
que si la medida del lado del cuadrado fuese de x = 38.23 cm y debido a que se deben cortar dos
trozos de ese tamafio por cada lado, el total del corte seria de 76.46 cm, lo cual excede el ancho
del rectangulo de carton original, por lo tanto ese valor no es un resultado posible; no obstante,
aplicaremos los conocimientos aprendidos sobre el criterio de |la segunda derivada para confirmar
que z = 11.77 cm maximiza el volumen de la caja.

Calculamos la segunda derivada de V (x):
V'z)=122z*- 600z + 5400
V" (x)= 24z -600

Sustituimos los valores obtenidos de x en la segunda derivada:

z=11.77 x=38.23
V" (z)=24x - 600 V" (z)=24x - 600
V" (11.77) =24 (11.77) - 600 V" (38.23) = 24 (38.23) - 600
V" (11.77)= -317.52 V" (38.23) = 317.52
Como -317.52 < 0 se tiene un Como 317.52 > 0 se tiene un
valor maximo en x = 11.77 valor minimo en x = 38.23
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Con la finalidad de simplificar un poco la ecuacion cuadratica se reduciran ambos miembros al
dividirlos entre 12:

12z*—-600z+5400 _ 0
12 - 12

x?-50x +450=0

Obtenemos los valores de xx con alguno de los métodos vistos en apartados anteriores, en este
caso se empleara la formula general:

_—b:l:v”bz—tlm:
- 2a

Figura 42.
Grafica que muestra el comportamiento de la funciGn volumen

sun |- V(2 ) en em”

30000 Maximo = (11.77, 28520.26)

26000

20000

El volumen de

\ la caja es maximo /

El volumen de El volumen de
la caja aumenta

15000

Con esta medida
elvolumende lacajaes 0

/ x (en cm)

Z2 4 & B W 12 14 W 18 2 I 4 X I8 32 34 3 3B 40 42 46 48 B0 =2

10000

la caja disminuye

Los volumenes son negativos, en el contexto de la caja no tiene sentido, Minimo = (38.23, -8520.26)
pero en otros contextos los valores negativos son significativos

Nota. Fuente: Evangelista E., M.A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Grafica que muestra el comportamiento de la funcion
volumen).
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Figura 12.
Recia secanfe

. (j
Nota. Fuente: Lopez A, M. F (2025) Elaboracion propia creada con Geogebra. [Recta secante].

Interactua en la siguiente grafica moviendo el punto donde se encuentra la recta tangente a la

funcion.
Figura 13.
Recta tangente en B2 {interactiva)
:-;? .'".

@ ﬂ::'l.] 5 | : Funcldn 5 1
@  tedoleTf{x)=" fix) / I —
. amh i

__Fi ﬁ F; |:|
= P = (a, fla)) 3
' = (5, 4) Pixg.¥y)

g : Tangenta(P, f)
@ -21} L =14 = x“-q.‘____,..-v“"fr K T 14

= y=2n-6 f
@ Fix0y0) : /

Nota. Fuente: Lopez A, M. F (2025) Elaboracion propia creada con Geogebra. [Recta tangente en R2
{interactivall.
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Ejemplo 2.

Se desea construir un envase cilindrico de aluminio con tapa, la capacidad debe ser de 2 litros
¢;,Cuales deben ser las medidas del radio y la altura del cilindro que minimicen la cantidad de
material para la fabricacion del envase? ;Cual es el area del material requerido?

Solucién:

En este ejercicio se solicita minimizar la cantidad de aluminio a emplear para la fabricacion, lo cual
representa el contorno del envase; es decir, su area, por lo tanto, debemos modelar una expresion
para el calculo del area del cilindro que dependa del radio o de |la altura de este, no seria posible
resolver el ejercicio si el area dependiera al mismo tiempo del radio y de la altura, se requiere que
esté expresado unicamente en términos de una de esas variables.

Vamos a representar el area de la superficie del cilindro “"desdoblando” al cilindro en los
componentes de su area:

Figura 43.
Recfangulo v circunferencias que forman al drea de un cifindro

—

radio =r

— altura=h

Nota. Fuente: Evangelista E., M.A. {(2025) Elaboracion propia. [Rectangulo y circunferencias que forman al area de un cilindro].
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Como puedes observar, se requieren dos circulos, uno para la base y otro para la tapa, como el
radio también es desconocido se representa con la variable r; también se requiere un rectangulo
cuya longitud equivale al perimetro del circulo 2nr (dado que lo debe envolver) y altura desconocida,
la cual se identificara con la variable h.

Ahora debemos obtener una expresiéon que permita calcular el area total del cilindro:

Area : ; Area
i = Areabase + Areatapa +
cilindro cuerpo
este es un este es un este es un
circulo circulo rectangulo
Area
o = 0 1-2 + i ]‘2 + 2]’[ rh
cilindro

Area cilindro = 2w r? + 2nirh

En este punto tenemos una complicacién, porque al intentar expresar el area del cilindro quedaria
en funcion de dos variables r y h, para solventar la situacién nos valemos del dato del volumen:

Volumen cilindro=nr? h

El volumen es de 2 litros, aplicando la relacion 1 L = 1000 cm® tenemos que el volumen es de
2000 cm™:

2000=mnr*h

De esta expresion podemos despejar alguna de las variables y sustituirla en la expresion del area
del cilindro. Sin pérdida de generalidad despejaremos a h:

2000
JF."-I'I r

Sustituimos esta variable en la expresion del area del cilindro:

Area cilindro =2nr2h + 2nr (méﬂufz )

De donde se obtiene una funcion del area del cilindro que solo depende del valor del radio:

A(r)=2mr2+ 2000

Esta es la funcion que se desea optimizar, en este caso, lo que se busca es que el area sea la
minima posible y eso dependera del valor que demos al radio. Para calcularlo recurrimos a los
procedimientos que aprendimos sobre maximos y minimos.

Derivamos a la funcién A (r):

A’ (n=dnr- 220
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En este punto tenemos una complicacion, porque al intentar expresar el area del cilindro quedaria
en funcién de dos variables ry h, para solventar la situacion nos valemos del dato del volumen:

Volumen cilindro=nwr®*h

El volumen es de 2 litros, aplicando la relacién 1 L = 1000 cm® tenemos que el volumen es de 2000
cm?®.

2000=nr?*h

De esta expresion podemos despejar alguna de las variables y sustituirla en la expresion del area
del cilindro. Sin pérdida de generalidad despejaremos a h:

2000
h= Im r2

Sustituimos esta variable en la expresion del area del cilindro:
o - 2000
Area cilindro =2nr2h + 2nr (w)

De donde se obtiene una funcion del area del cilindro que solo depende del valor del radio:

A(r)=2nrz+ 20
Esta es la funcion que se desea optimizar, en este caso, lo que se busca es que el area sea la
minima posible y eso dependera del valor que demos al radio. Para calcularlo recurrimos a los
procedimientos que aprendimos sobre maximos y minimos.

Derivamos a la funcion A (r):

A'(r)=4nr- 290

Recordamos que una funcién tendra un maximo o un minimo cuando f' (x) = 0, por lo que
igualamos la derivada con O:

dmr- 200 <
r

Despejamos r:

- 1000
r=af<ar
r=6.83cm

Vamos a confirmar que este radio genera un volumen minimo para el area de la superficie del
cilindro aplicando el criterio de la segunda derivada.

Calculamos la segunda derivada de A (r):

A'(r) = 4nr - %
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En este punto tenemos una complicacion, porque al intentar expresar el area del cilindro quedaria
en funcion de dos variables ry h, para solventar la situacion nos valemos del dato del volumen:

Figura 44.
Grafica que muestra el comportamiento de la funcian area
TO000 1 9
A(r) (en cm?)
El area va i
disminiuyendo
aoon El area va
4000 aumentando
30 \
",

2000
1000

Minimo = (6.83, 878.76) r(en cm)
-4 =20 :#Eam*rzuiswzuzzzqzszaau}

-26 -24 -22 -20 -18 -16 -14 -12 -10

/

En este contexto
los radios negativos
no tienen sentido

En este radio el
area es minima

Nota. Fuente: Evangelista E., M.A. {(2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Grafica que muestra el comportamiento de la funcion area).

Ejemplo 3.

En una empresa se han automatizado un par de brazos mecanicos gue se deslizan sobre un riel,
inician en un extremo del riel y llegan al otro extremo en 20 segundos, el brazo A se mueve a una
velocidad constante de 5 cm/s y el brazo B inicia con una velocidad de 2 cm/s y una aceleracion
constante de 0.3 cm/s?. Ambos brazos siempre deben mantener comunicacion mediante un cable
cuyo costo es de $3 500 el metro ;Cual es la longitud éptima del cable que minimiza su costo?

Solucion:
Este ejercicio requiere formulas de un area de la fisica conocida como cinematica, con la finalidad
de que observes que el calculo puede ser empleado en diversos contextos, no es necesario

que te especialices en cinematica, pero si muy recomendable que leas sobre el tema para una
experiencia mas enriquecedora con este ejercicio.
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En este caso debemos optimizar el costo; sin embargo, este en realidad esta en funcion de la
longitud del cable, que no es otra cosa que la separacion entre los brazos mecanicos. En otras
palabras, se debe calcular la distancia maxima entre los brazos lo cual representara la longitud
minima del cable. Analiza esto con tus comparieros y docente, da clic en la siguiente imagen vy
observen cual es el comportamiento del cable:

Figura 45.
Brazos mecanicos en riel

Mueve el deslizador del tiempo para que
observes la separacion entre los brazos

OOy,

1

A
Da clic en el simbolo play para que “
—

se muevan los brazos automaticamente

Nota. Fuente: Evangelista E., M.A. {(2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Brazos mecanicos en riel].

Pensamiento Matematico Il ~ UAEMeéx 228



Pensamiento Matematico lli

gt el i Aplicaciones de la derivada

La separacion entre los brazos esta determinada por sus funciones de movimiento, en especifico
por |la distancia que recorren, en uno es rectilineo uniforme y en el otro es uniformemente acelerado,
las féormulas respectivas para estos movimientos son:

Movimiento rectilineo Movimiento uniformemente
uniforme acelerado
di (f) = v t da (f) = va t+ 9
Posicion del brazo 1: Posicion del brazo 2:
di () = 5t da (f) =2t + 23

d= (f)=2t+0.15t2

La distancia que los separa esta dada por |la distancia que recorre el que va mas rapido menos
la distancia que recorre el que va mas lento. En este caso, el brazo 1 va mas rapido porque tiene
mayor velocidad inicial; por tanto, la funcion distancia de separacion entre los brazos es:

Esta es |la funcion que se desea optimizar; en este caso, lo que se busca es calcular la distancia
maxima entre los brazos ya que equivale a la longitud minima del cable que se puede emplear
para unirlos. Para calcularla recurrimos a los procedimientos que aprendimos sobre maximos y
minimos.

Derivamos a la funcién d (t):
d'(t)=-03t+3

Recordamos que una funcién tendra un maximo o un minimo cuando f' (z) = 0, por lo que
igualamos la derivada con 0:

03t+3=0
Despejamos t:
0.3t=-3
3
Ewes —0.3
t=10s
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Vamos a confirmar que este tiempo genera una distancia maxima aplicando el criterio de la
segunda derivada.

Calculamos la segunda derivada de d (t):
d'(t)=-0.3t+3
d"(f)=-0.3
Como -0.3 < 0 se tiene un valor maximo en t = 10.

Ahora, para calcular la separacion entre los brazos sustituimos ese tiempo en la funcion
correspondiente:

d(t)=-0.15t% + 3t
d (10) = -0.15 (10)? + 3 (10)
d(10) =15 em

Por lo que la longitud minima que debe tener el cable es de 15 cm. Para calcular el costo
expresamos esta medida en metros y la multiplicamos por el precio de cada metro:

Costo = (0.15) 3500 = 525

El costo minimo que se pagaria por el cable es de $525.

Por ultimo, da clic en la siguiente imagen para que analices el comportamiento del cable, su
longitud y su costo:

Figura 46.
Cosfo de cable entre dos brazos mecanicos

', Costo por meiro de cable $ 3500

Mueve el deslizador del bempo a t = 10
El cable no alcanza

para unir a los brazos
en su separacion maxima

go=O0mog
Da dic en &l simbolo play para que m—
sa muevan los brezos automaticamente :

Nota. Fuente: Evangelista E., M.A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Costo de cable entre dos brazos
mecanicos).

Pensamiento Matematico Il ~ UAEMeéx 230



Pensamiento Matematico lli

gt el i Aplicaciones de la derivada
Pl 1 :;'-;C"”“" N o D [
;‘f,:::.?ut%;-{-ﬁ%“ e - e Abtmﬂa-a ﬂi ““L . e r
RS lemas de mdﬂaﬁlém

mﬂéﬁén fa@;

ias SQUIEHE'S‘EEMM

a uism zI'EEIIZH _
| -"ﬂa clic aqui para-

4.7 Teorema  fundamental del
calculo para funciones polinomiales
simples

De forma intuitiva el teorema fundamental del calculo implica que existe una operacion contraria
a la derivada, la cual es conocida como antiderivada o funcion primitiva.

Decimos de forma intuitiva, porque existen ciertas condiciones que es necesario cumplir para que
esta afirmacion sea valida; por ejemplo, Ia funcion debe ser continua en el intervalo en el que se
desea obtener |la antiderivada, o a lo mas, tener un finito numero de puntos de discontinuidad. Por
otro lado, la antiderivada genera una familia de funciones primitivas; es decir, no es Unica, pero
se puede particularizar bajo ciertas condiciones (Spivak, 2005). De forma comun la notacion es:

. Funcion
Funcion TR
primitiva
f(x) F(x)
Por lo tanto:
F'(x)=f(x)
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Analiza el siguiente ejemplo:

Sea la funcién f (x) = 6x2* + 4x - 3 su antiderivada sera una funcion que al derivarla nos dé como

resultado nuevamente a f(z):
Funcion primitiva
a)F(r)=22"+22x*-3x -3

b) F(z)=2z*+22*-3z -2

reTiia ¢) F () = 22° + 222 - 3z - 1
funciones . ,
primitivas d) F (z) = 2z* + 20* - 3z

e)F(z)=2z*+2z*-3x+ 1
f)F(x)=22*+22*-3x2 + 2

g)F(x)=22*+22*>-3x-3

Como puedes observar, la unica diferencia entre estas funciones primitivas es el término
independiente al cual le solemos denominar constante, esto tiene légica porque recordemos
que la derivada de una constante es cero, por lo tanto, podemos decir de forma general que la

antiderivada de la funcion f (x) es:

Funcién Antiderivada

Derivada
F'(x)=62*+4zx -3
F'(z)=6z+4z -3
F'(z)=6x*+4z -3
F'(z)=6x*+4x -3
F'(z)=6z*+4z -3
F'(z)=6x*+4x -3

F'(z)=6zx"+4zx -3

f(z)= 62*+4x-3 F(z)=22*+2x*-3x+c

Para los polinomios, es relativamente sencillo calcular la antiderivada por dos razones:

1) Los polinomios son continuos —esto ya se habia mostrado en moédulos anteriores—,

caracteristica clave para obtener la antiderivada.

2) Los "pasos” para calcular la antiderivada de un polinomio son contrarios a los que se
requieren para derivarlo si aceptamos que la derivada y la antiderivada son procesos opuestos.

Analicemos como se obtienen derivadas y funciones primitivas de polinomios con algunos

ejemplos:
Para obtener la derivada:
Para obtener la derivada:
- Primero: el exponente pasa multiplicando.

- Segundo: se resta 1 al exponente.

Pensamiento Matematico Il UAEMeEX



Pensamiento Matematico lli

piecp bl vy Aplicaciones de la derivada

Ejemplo:
f(x) = 1223
f(z)=3 (1221
~f' (x) = 3622

Para obtener una funcion primitiva lo hacemos al revés y se invierte el orden, en lugar de restar,
se suma, en lugar de multiplicar. se divide:

- Primero: se suma 1 al exponente.

- Segundo: el exponente aumentado en 1 se pasa dividiendo.

Ejemplo:
f (x) = 3622
36 2+1
F(2)= 307
_ 36z°
F (z) = 25
~ F(z) = 12z°

Recordemos que esta es una de infinidad de funciones primitivas que se diferencian la suma o
resta de una constante c, por lo gue la antiderivada resulta ser:

fix)=12+c¢
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Por medio del valor de la pendiente (m) podemos saber el comportamiento de la funcion de
acuerdo con la inclinacion de la recta, teniendo los siguientes casos:

Comportamiento de una funcian de acuerdo con su pendiente.

Si, la pendiente (m) es positiva.

Si, la pendiente (m) es negativa.

Si, la pendiente (m) es cero, representa
una recta horizontal.

Nota. Fuente: Lopez A., M. F. {(2025) Elaboracion propia. [Comportamiento de una funcion de acuerdo con su pendiente].
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Puedes observar que f(z) = 122° y f (z) = 122° + ¢ no son estrictamente iguales, este es un
inconveniente que no podemos evitar debido a las caracteristicas propias de las derivadas y las
antiderivadas, es una situacion que sera resuelta en otro curso de matematicas; con este ejemplo
pudimos mostrar que la derivada y |la antiderivada se obtienen con “procesos inversos”.

El Teorema fundamental del calculo es una conclusion que resulta de un proceso llamado
integracion, “el cual es el conjunto de métodos mediante los cuales es posible calcular la funcién
primitiva” (Guerrero, 2019) y su notacion es:

[f(z)dz=F(z)+c

Esto se conoce como la integral indefinida de f (x), indefinida porgue incluye a las infinitas
primitivas que puede tener la funcion.

De forma intuitiva hemos descifrado un método de integracion, la integral de un término de un
polinomio, cuando hicimos el analisis inverso de la derivada y |la antiderivada que en términos de
integrales es:

n+l

T
J-Iﬂdmz n+l TC

Donde (Guerrero, 2019):
| es el simbolo de integral
x™ es el integrando

dzx es la diferencial dz

De esta integral se pueden deducir dos casos particulares importantes:

1) La integral de una constante k: ya que no cuenta explicitamente con la variable y, pero se
puede hacer que la tenga siempre y cuando x # 0:

kdz=[k(1)dz=[ka® de=k [2°dz=k- 2 +c=k- &~ +¢
071 i

En conclusién:

[kdz=kz+c

2) La integral de k =":

+1

] i n oy = z"
[kz"dz=k [ z" dz =k T
En conclusion:
- kmn-i-l
[ kz" dx = =7 k0
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Estas expresiones se pueden aplicar de forma independiente a cada téermino de un polinomio para
obtener la integral del polinomio completo, analiza los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1:
Obtener la integral indefinida de f (z) = 92°

2+1 3
[(92?) dz = [927 dz = L— +c=L- +c=3a+c

Ejemplo 2:

Obtener la integral indefinida de f (z) = 4z”

Ejemplo 3:

Obtener la integral indefinida de f(z) = 8z - 2

1+1 2

[(8z-2)dz=[(8z)dr-[2dr=Er-20+c=2% 20 +c=4da?-20+c

Ejemplo 4:

Obtener la integral indefinida de f (x) = 4z*- 5z + 3

| (4z? -5z +3)dz = [ (42?) dz - [ (5z) dz + [ 3dz

241 141 3 2
= A2 2 __ +3z+c=42 .52 43z4¢

2+1 = 1+1 3 9
Ejemplo 5:
Obtener la integral indefinida de f (x) = ﬁ’-'hfz“ﬂ—ﬁ
f ﬁ=2+2f1n=—5 dr= [ (3z2+ 2z - %}dz=f(3m=}dm+f(zm}dm_j ,%, dx

241 141 k]
=9z L 2z -_5..z+c=3$+2Iz-im+c=m3+m"‘-%z+c

2+1 1+1 2 3 2 2
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Resumen

A lo largo del capitulo descubrimos que las matematicas son una guia para entender y resolver
problemas reales, y que muchos de ellos los empleamos en varios temas para llegar a un objetivo,
como te pudiste dar cuenta, empezamos por razon de cambio en el cual aplicaste lo aprendido
con derivadas, teoremas basicos, de igual forma aplicaste funciones, leyes de los exponentes,
aplicaste factorizacion y productos notables. Esto lo aplicamos en un problema de un movimiento
en una particula, y como ello se puede aplicar en muchos problemas de fisica o ingenieria.

Si nos damos cuenta, para el caso de la recta tangente y normal podemos resolver problemas de
movimientos, de fuerzas y vemos que estos conceptos son aplicados en la vida real.

Si nos referimos a los eventos naturales estos pueden predecirse con la aplicacion de funcion
creciente y decreciente con ello maximo y minimo, esto es solo cuestion de enfocarlo.

Las funciones exponenciales y logaritmicas te permiten explicar fenomenos como el crecimiento
de una pablacion, el comportamiento de tus ahorros en una cuenta bancaria o la intensidad de un
terremoto.

Visualizar el comportamiento de una funcion es una manera de predecir, planear y comprender
el mundo que te rodea. Una vez que dominas una herramienta matematica, estas obteniendo
confianza para enfrentar desafios. Vemos pues, que las matematicas son importantes, estan en el

celular, los airpods, la laptop que usas, en las decisiones que tomas y en el futuro que construyes.
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Glosario

«  Cambio: algo que se modifica. » Tangente: que toca.
« Cinematica: parte de la mecanica que estudia los

tipos de movimiento sin atender las causas que lo

producen.

« Concavidad: propiedad de una funcion que describe
la forma grafica de la funcion.

« Creciente: que crece.
« Criterios: norma.
« Decreciente: declinante.

« Definicion: exponer con claridad las caracteristicas
de algo.

« Discontinuidad: punto donde Ila funcion no es
continua.

« Exponencial: crece o decrece rapidamente.
- Factorizacion: descomponer en factores.

« Inflexion: punto donde cambia la concavidad /
torcimiento.

« |Inversa: alierado.

« Logaritmo: exponente al que es necesario elevar
una cantidad positiva.

« Maximo y minimo: valores mas altos o bajos que
toma una funcion en un intervalo.

« Maximo: mas grande.
« Minimo: mas pequefio, no hay ninguno menaor.
« Normal: esta en su estado ordinario o habitual.

« Optimizacion: mejor manera de realizar una
actividad.

« Razon: relacion entre dos cantidades.

« Segunda: lugar numero dos.
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Resumen General

El calculo diferencial es una herramienta matematica que permite comprender como cambian las
cantidades en distintos contextos, es parte esencial de las matematicas modernas, ya que permite
analizar situaciones en las que interviene un cambio continuo.

Con los conocimientos adquiridos puedes comprender como una cantidad varia respecto a otra,
lo cual es clave para interpretar y resolver problemas reales. Este conocimiento parte del analisis
del comportamiento de las funciones y la forma en que se aproximan a distintos valores, lo que
nos lleva a conceptos como el limite, la continuidad y |as derivadas. Es probable que al principio
te haya parecido complejo interpretar estos conceptos, pero en cada ejercicio has desarrollado
habilidades que te permiten comprenderlos mejor, operarlos y aplicarlos.

No solo has aprendido numeros, ahora razonas conceptos como aproximacion, infinito,
optimizacion, entre otros; estas herramientas te permiten describir con exactitud fenomenos
dinamicos. El calculo diferencial tiene aplicaciones practicas fundamentales en diferentes areas.

Ayudarte a ver que defras de una formula hay una idea y que detras de cada idea hay una
aplicacion real, es uno de los grandes objetivos del calculo diferencial, por ello, te invitamos a
seguir explorando este campo con curiosidad y confianza, cada concepto que aprendes hoy te
prepara para enfrentar con mayor claridad los retos del manana.
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La pendiente de la recta tangente tiene diferentes aplicaciones de acuerdo con el area de

conocimiento. Algunos ejemplos son:

Fisica: se utiliza para calcular la densidad de
un alambre, cambios en energia y temperatura,
entre otros.

Figura 14.
Area de fisica

Nota. Fuente: Lopez A., M. F. (2025) Elaboracion pro
creada con Microsoft Designer. [Area de fisica]

piﬁ

Quimica: se pone en practica en los cambios
de energia en procesos quimicos y en el
estudio de la velocidad de reaccion.

Figura 15.
Area de Quimica
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Nota. Fuente: Lopez A., M. F (2025) Elaboracion propia
creada con Microsoft Designer. [Area de Quimica)

Biologia: se emplea para la modelacion de
la tasa de crecimiento de un organismo, entre
otros usos.

. Figura 16.
Area de Biologia
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Hm;a, Fuente: Lopez A., M. F (2025) Elaboracion propia
creada con Microsoft Designer. [Area de Biologia)
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Figura 17.
Area de Economia

Economia: indica la variacion de un bien
respecto a cambios en el precio.

Nota. Fuente: Lopez A, M. F (2025) Elaboracion propia
creada con Microsoft Designer. [Area de Economia]

Actividad 3.
Pendiente de la recta
tangente

Instrucciones: realiza la siguiente actividad, para iniciar da clic en el enlace.
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1.2 Incremento de una funcion:
Interpretacion grafica

Un incremento es el cambio en el valor de una variable, como lo vimos en la definicion de la
pendiente para la variable independiente x el incremento se define como(Ax)que es el cambio

cuando esta crece o decrece a partir de un valor inicial Xg hasta un valor final X 4. Asi, tenemos:
Ax = x; — x

Figura 18.
incremento en fa variable x

J

—
- -

Noita. Fuente: Lopez A., M. F. (2025) Elaboracion propia creada con Geogebra. [Incremento en la

varnable x]

29

Pensamiento Matematico Il UAEMeEX



Pensamiento Matematico lli
e e e Nociones del calculo diferencial

De igual manera para la variable dependiente y, el incremento se define como (Ay). Definido por:
Ay =y1 = Yo

Figura 19.
incremento en la vanable y
J
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Noita. Fuente: Lopez A., M. E {2025) Elaboracion propia creada con Geogebra. [Incremento en la
variable y]

Recordemos que una funcion y = f(x) se forma por una variable independiente (donde se asigna
un valor arbitrario) y una variable dependiente (su valor depende de la primera).
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Figura 20.
Tipos de variable

o
VARIABLE

Y

E

ES LA

VARIABLE
DEPENDIENTE

Nota. Fuente: Lopez A, M. F. (2025) Elaboracion propia. [Tipos de variable]

Lo que queremos determinar es el incremento de una funcién y = f{z) cuando cambiamos el
valor de x .

Partimos de conocer el valor de la funcion en un punto especifico = — x,, por lo que podemos
saber el valor de f{xg).

Hacemos un pegueno cambio en la variable x , es decir, avanzamos a un nuevo valor
r = xy —+— Az, Ay esunincremento que sumamos a x . Obtenemos el valor de la funcién en el
nuevo valor, es decir: f(xg + Ax).

La diferencia entre el nuevo valor y el valor original de la funcién es el incremento de la funcion
denotado por Ay, 0 sea:

Ay = f(xo + Ax) — f(x0)
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Figura 21.
Incremento de una funcion

f(xy+Ax)

LR B R R RN BN __EN __REE NN N
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Xg Xg + Ax

Noia. Fuente: Lopez A, M. F. (2025) Elaboracion propia creada con Geogebra. [lncremento de una funcion]

En la figura anterior se muestra graficamente |la representacion del incremento para cada variable,
de manera analitica veamos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.
Calcular el incremento Ax cuando X cambia de 1.0 a 1.01 Figura 22
Ejempio 1
Solucion:
El primer valor corresponde a x,, xp=1.0
L) £
El segundo valor corresponde a x4 Xxq¢=1.01 ° ®
5 ] 1 1.005 1.01 1.0%1
Sustituimos en Ax Ax=x4- X,
Ax
Sustituimos el valor de x Ax=101-1.0
Noia. Fuente: Lopez A, M. F. (2025) Elaboracion propia creada
con Geogebra. [Ejfempio 1]
Ax=0.01
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Ejemplo 2.

1

Calcular el incremento Ay para la funcion y = 3x — g

Solucion:

La formula por utilizar es:

Ay = f(xo + Ax) — f(xo)

Sustituimos y = XoY X =xp+ Ax en lafuncion:
1
f(xg) = 3x )
1
f(xo + Ax) = 3(xp + Ax) — 5

Reemplazamos los valores:

1 1
Ay = [3(1',} + Ax) e [E’:x.} —3

Desarrollamos y simplificamos:
1/ Ly

Ay = 3%, + 3Ax o i 3%o +E
Ay = 3xﬂ+3&x—%—3xﬂ+%
Ay = 3Ax
Figura 23.

Ejemplo 2

@ {xo, flzg + Azx)

Ay = A=z

_ P
(xg, f(xo) Az

Nota. Fuente: Lopez A_, M. F {2025) Elaboracion propia creada
con Geogebra. [Efemplo 2]
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AlVarioble dependienie)

El incremento relativo de una funcion es el cociente de sus incrementos

v A(Variaple iIndependiente )

el incremento relativo de y con respecto ax es: -~

a8

Para y = f (x ), el incremento relativo de la funcién respecto de la variable independiente x , es
la transformacion que experimenta la funcion por cada unidad de cambio en x .

Ay _ f(xo + Ax) — f(x0)

Ax Ax
Ejemplo 3.
Calcular el incremento relativo g paralafuncion y = —2x + 5
Solucion:

Ay  f(xo + Ax) — f(xp)
Ax Ax

Sustituimos x =x, Y x = x5+ Ax enlafuncion:

f(.l"ﬂ) == —ZID + 5
flxpg+ Ax) = =2(x, + Ax) + 5

Sustituimos en la formula;

Ay = [-2(xg + Ax) + 5] — [-2x; + 5]

Simplificamos

Ay =—-2x;—28x+5+ 2x;,—5
Ay = 2%y — 20 +5 + 29 — 5

Ay = —2Ax Figura 24.
Ejempio 3

Dividimos entre Ay "
r-r'fh r|I.|:....E:|'| - -—“II-} C {'—----.—_______

4 5 L)

(&0, flxa)

Noia. Fuente: Lopez A., M. F. (2025) Elaboracion propia creada
con Geogebra. [Ejempio 3]
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1.3 Analisis y caracteristicas de las
funciones polinomiales (continuidad,
crecimiento, decrecimiento, maximos
y minimos relativos, concavidades)

Una funcion polinomial de grado n es aquella que posee una sucesion de terminos de variable real
con coeficientes reales y exponentes enteros positivos o cero (Goodman, 1994), es decir:

f(x) = ax™ + - + azx® + a,x? + a;x + ag con N entero positivo o 0

Cada una de estas funciones genera una grafica gue resulta ser semejante para funciones con
el mismo grado, por ejemplo (da clic sobre las graficas para iniciar una simulacion a fin de que
analices como se comportan las funciones semejantes):

Tabla 2.
Recorrido (grafica) de funciones palinomiales.

Grado de la Ejemplo Forma de la grafica
funcion

5 Y

fx)=3 '

2

Funcion constante: Linea rectaj . f(x) = 3
0 horizontal (pendiente =0)
4
' A,
-3 =2 1 0 1 2 3 4 §

-1

-3

https:/iwww geogebra.org/m/jtmfyabz

— 8

fx)=2x+1 =

&

5|

Funcion lineal: Linea recta con ;

1 inclinacion (pendiente # 0) 2| fix)=2x+1
1
_‘:5._1._5‘..:._..; R i?i.
https.//www.geogebra.org/m/pjcgzgsdy
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. 3Y
flx)=x*—4 .
1
5 Funcion cuadratica: Parabola = : —t—%
fix) = x*- 4
-5

3 3 v
A fix)=x"-3x* + 1
|
https:/fwww.geogebra.org/m/ysbkk9zw
¥
7
. 4 3 2 = E] ¥
fx)=x"—2x"—3x"+4x+ 4 6 f(x)=x-2x"-3x*+ 4x + 4
§
4 4
1
. %
-2 -1 00 4 2 3 4 6 6

hitps:/iwww.geogebra.org/m/esmyduau

Nota. Fuente: Evangelista E., M. A (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Recorrido (grafica) de funciones palinomiales).

Estas graficas permiten identificar propiedades y caracteristicas de las funciones polinomiales,
cuyo estudio facilita la comprension de los fenomenos representados por esas funciones. Algunas
de estas caracteristicas son: continuidad, crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos
relativos, concavidades, entre otras; a continuacion, se explica cada una de ellas.

Continuidad

“La continuidad de una funcion es una propiedad fundamental que describe como se
comporta la funcion en relacion con los valores cercanos de su dominio. Asi, una funcion se
considera continua si no presenta saltos, puntos indefinidos o discontinuidades en su grafica”
(Resueltoos, 2025).
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Nota. Fuente: Evangelista E., M. A (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Recorrido (grafica) de funciones palinomiales).
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de estas caracteristicas son: continuidad, crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos
relativos, concavidades, entre otras; a continuacion, se explica cada una de ellas.

Continuidad
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comporta la funcion en relacion con los valores cercanos de su dominio. Asi, una funcion se
considera continua si no presenta saltos, puntos indefinidos o discontinuidades en su grafica”
(Resueltoos, 2025).
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cuyo estudio facilita la comprension de los fenomenos representados por esas funciones. Algunas
de estas caracteristicas son: continuidad, crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos
relativos, concavidades, entre otras; a continuacion, se explica cada una de ellas.

Continuidad

“La continuidad de una funcion es una propiedad fundamental que describe como se
comporta la funcion en relacion con los valores cercanos de su dominio. Asi, una funcion se
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En este modulo |, que tiene caracter introductorio, se definira como funcion continua en un intervalo
a toda funcién cuya grafica se puede realizar en un solo trazo del lapiz; es decir, sin levantarlo,

por ejemplo:
Tabla 3.
Confinuidad y disconfinuidad de funciones.
Funcion continua en un intervalo Funcion discontinua en un intervalo

. b
] L I|'I
i £ f
i d N /

1 3 ; 1 2 1 2 : \\ 2 f,r"llll 3
4 2 i
- ;
T j:
.: j

https://www geogebra.org/m/s8jewdug https://www.geogebra. org/m/wkytng8y

La grafica de la funcion (linea azul) en el = La grafica de la funcion en el intervalo

intervalo mostrado se puede dibujar en un = mostrado NO se puede dibujar en un solo

solo trazo sin levantar el lapiz. Da clic sobre = trazo sin levantar el lapiz, para pasar de la

la grafica para iniciar una simulacion. seccion azul a la roja se debe levantar el
lapiz. Da clic sobre la grafica para iniciar una
simulacion.

Nota. Fuente: Evangelista E., M. A {2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Continuidad y discontinuidad de funciones].

Por sus caracteristicas algebraicas, todas las funciones polinomiales son continuas. Regresa
a las simulaciones de |a tabla 1 y jverificalo!

Es importante resaltar que existen diferentes tipos de discontinuidades, por ejemplo, evitable,
asintotica o de salto; no obstante, en este modulo, tanto el concepto continuidad como el resto
abordados en este apartado, haran referencia a un intervalo.

Crecimiento y decrecimiento de funciones
Definicion:

“Sea funa funcion definida en un intervalo /, y sean x4y x. dos puntos cualesquiera en /:
Sif(xyq) < f(xy)siempre que x4 < x,, €ntonces se dice que fes creciente en /.

Sif(x,) < f(xyq)siempre que x4 < x,, entonces se dice que fes decreciente en /.”
(Thomas, 1998).

Cuando se sigue la grafica de una funcion, el valor de las abscisas (x) aumenta, mientras que
el valor de las ordenadas (y) dependera de la regla de correspondencia que guarda la funcion;
analiza las siguientes simulaciones e identifica cuando un intervalo de una funcion es creciente y
cuando es decreciente:
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Tabla 4.
intervalos creciente y decreciente de funciones

Crecimiento Decrecimiento

P

hitps/Amww.geogebra.org/m/aky5jgzq https:/fiwww.geogebra.org/m/diqusxcw

Intervalo creciente de una funcion. Da clic Intervalo decreciente de una funcién. Da clic
sobre la grafica para iniciar una simulacion. sobre la grafica para iniciar una simulacion.

Nota. Fuente: Evangelista E.. M. A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [intervalos creciente y decrecienfe de funciones].

Regresa a las simulaciones de la Tabla 2 y analiza el comportamiento de las graficas polinomiales,
con ayuda de tus companeros y docente identifiquen intervalos crecientes y decrecientes.

Maximos y minimos relativos

“Se dice que una funcion f(x) tiene un maximo en el punto x4, si su valor es aqui mayor que
en cualquier otro punto de cierto intervalo que comprende el punto x, . Es decir, la funcion
tiene un maximo en x= x4, si f(x4+ Ax ) < f(x,) para todo valor de Ax (positivo o negativo)
suficientemente pequefio en valor absoluto. Del mismo modo una funcion f (x) tiene un
minimo para x =x, , Si f(x,+Ax ) = f(x-) para cualquier valor de Ax (positivo o negativo)
suficientemente pequeno en valor absoluto™ (Piskunov,1983).

Cuando una funcion posee intervalos crecientes y decrecientes existen puntos en los que esos
cambios ocurren, aqui estudiaremos dos casos:
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Tabla 5.
Maximos y minimos relafivos de funciones.

Maximo relativo Minimo relativo

Se denomina maximo relativo al punto | Se denomina minimo relativo al punto
de una funcion en un intervalo en el que la = de una funcion en un intervalo en el que la
funcion pasa de ser creciente a decreciente, = funcion pasa de ser decreciente a creciente,

ejemplo: ejemplo:
WeXIMD
makalyo
Intervslo decraciank: Intarvels creclenba
e a “ungicn de la funcion.

Intardaks dedras anka
de L funcidn

Abersaky o rnhe
de la funeion,

plid k50
el almy

Nota. Fuente: Evangelista E.. M. A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Maximos y minimos relativos de funciones].

En la siguiente figura se muestra una funcion polinomial de grado cinco, los intervalos verdes
son intervalos crecientes y los azules son decrecientes, estos estan separados por los puntos
maximos y minimos relativos:

Figura 25.
Maximos y minimos relativos de una funcion.

(Da clic sobre la grafica para iniciar una simulacion)
v l

Ielin iy
Maximo

Minima

Minema

J

Nota. Fuente: Evangelista E., M. A_ (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Maximos y minimos relafivos de una funcion].

Pensamiento Matematico Il ~ UAEMeéx 40



e Pensamiento Matematico lli
e Nociones del calculo diferencial

Algunos aspectos importantes para considerar sobre las funciones polinomiales son:
- Las funciones constantes no poseen maximos ni minimos relativos.
- Las funciones lineales no poseen maximos ni minimos relativos.

- Las funciones cuadraticas y de grados superiores pueden presentar uno 0 mas maximos y
minimos relativos.

- Puede darse el caso de que las funciones polinomiales cubicas y de grados superiores, no
presenten maximos ni minimos relativos.

Regresa a las simulaciones de la Tabla 2 y analiza el comportamiento de los maximos y minimos
relativos de las graficas polinomiales.

Concavidades

“La concavidad proporciona informacion acerca de la forma en la que la grafica de una
funcién se flexiona, es decir, se vuelve una curva. Sitrazamos rectas tangentes a una grafica
y esta (sic) se encuentra siempre por arriba de las rectas tangentes, se dice que la grafica
es concava hacia arriba. De manera similar, si trazamos rectas tangentes a una grafica y
ésta (sic) se encuentra siempre por debajo de las rectas tangentes, se dice que la grafica es
coéncava hacia abajo” (Galvan et al, 2006).

Como se ha visto, las funciones que presentan maximos y minimos relativos poseen intervalos
crecientes y decrecientes en sus recorridos (graficas). Dependiendo de la transicion de uno a ofro
tipo de intervalo, la funcion tendra concavidades positivas o negativas. Es importante recalcar
que:

- Las funciones polinomiales constantes y lineales NO presentan concavidades.

- Las funciones polinomiales cuadradas presentan solo un tipo de concavidad.

- Las funciones polinomiales cubicas presentan entre sus concavidades un punto llamado
punto de inflexion, el cual permite identificar precisamente ese cambio de concavidad.

En este modulo se hablara del punto de inflexion unicamente de forma intuitiva, en el entendido
de que su analisis mas detallado se abarcara en modulos posteriores.
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Tabla 6.
Concavidades.

Concavidad positiva (hacia arriba) Concavidad negativa (hacia abajo)
i

Y

Maximo

Concavidad
positiva

Concavidad
negativa

Minimo
. -~

F

En la periferia de un punto minimo relativo, el
intervalo decreciente (rama izquierda) pasa a
ser intervalo creciente (rama derecha) a partir
de ese punto, creando asi una concavidad
positiva. Observa que la grafica se encuentra
por arriba de rectas tangentes a ella.

En la periferia de un punto maximo relativo,
el intervalo creciente (rama izquierda) pasa
a ser intervalo decreciente (rama derecha)
a partir de ese punto, creando asi una
concavidad negativa. Observa que la grafica
se encuentra por debajo de rectas tangentes
a ella.

Nota. Fuente: Evangelista E.. M. A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Concavidades].

Figura 26.
Concavidades en funcion polinomial de qgrado 5.

L

Concavidad
P Infexar pl:l-sl-“"ul'a

Aazme

Masatio

-
Concavidad

nagatlva Cﬂ-l‘lﬂaﬁid
negativ

Concavidad

positiva
Pelirarr
Nota. Fuente: Evangelista E., M. A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Concavidades en funcion polinomial de grado 5.
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Como pudiste comprobar en la simulacion anterior, los cambios de concavidades ocurren en los
puntos llamados puntos de inflexion.

A continuacion, se muestra un par de ejemplos de como se interpretan geometricamente en una
grafica los temas vistos:

Figura 27.
Eiempio de fos elementos del tema en una funcion cubica.

b

Maximo = (0, 40)

P inifexidn = -2, 24)
20

Minimo = (=2, 8)

=10

Continuidad: | La funcidn es continua en todo su dominio

Intervalos de crecimiento: | Dominio: (-4,0)

Intervalos de decrecimiento: | Dominio: (-o0,-4) U (0,0)

Punto de inflexion:

Maximo relativo:

Concavidad positiva: || Dominio: (-oo,-2)

Concavidad negativa:| Dominio: (-2,e0)

Noia. Fuente: Evangelisia E., M. A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Ejemplo de los elemenios del fema en una funcion cubica).
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Figura 28.
Ejempio de fos elementos del tema en una funcion de grado 5.

Maximo = (-4, 19.2)

Minirmg = [2, <45 .6)

Continuidad: | La funcion es continua en todo su dominio
Intervalos de crecimiento: | Dominio: (-co,-4) U (-2,-1) U (2,02)
Intervalos de decrecimiento: . Dominio: (-4,-2) U (-1,-2)

(-33,13.7)
(-15, 6.3)
(1,-25.3)

Puntos de inflexion:

.. . .1 (-4,19.2)
; . (-2,5.6)
Concavidades positivas: | Dominio: (-3.3,-1.5) U (1, o)

Concavidades negativas: | Dominio: (-0, -3.3) U (-1.5, 1)

Nota. Fuente: Evangelista E., M. A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Efemplo de los elemenios del tema en una funcion de
gradao 3].
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Figura 28.
Ejempio de los elementos del tema en una funcidn de grado 5.

Maximao = (-4, 19.2)

F Inflaxicn = (-3.3, 3.7

Menimo = {-2. 5.6)

=E§ =8 =5 =4 =15 =1 -1 5 =2 =18

Minirno = (2, <456}

Continuidad: | La funcion es continua en todo su dominio
Intervalos de crecimiento: | Dominio: (-o0,-4) U (-2,-1) U (2,00)
Intervalos de decrecimiento: | Dominio: (-4,-2) U (-1,-2)

(-33,13.7)
(-15, 6.3)
(1,-25.3)

Puntos de inflexion:

= . I (-4,19.2)
. =N (-258)
Concavidades positivas: | Dominio: (-3.3, -1.5) U (1, o)

Concavidades negativas: | Dominio: (-0, -3.3) U (-1.5, 1)

Nota. Fuente: Evangelista E., M. A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Elempio de los efementos del fema en una funcion de
grada J).
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- Actividad 5.

RE ~ Analisis y caracteristicas
de las funciones

polinomiales

Instrucciones: realiza la siguiente actividad, para iniciar da clic en el enlace.

Actividad 6.
Ejercicio autoevaluable

Instrucciones: para reforzar los temas vistos en este Modulo | se te pide
realizar el siguiente ejercicio, para comenzar, revisa en la plataforma SEDUCA
la seccion de Actividades (Estudiante) y [espm'bde a la actividad denominada
MI Ejercicio Autoevaluable.
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Resumen

Una vez que hemos viajado a lo largo de la historia a través de autores con mayor contribucion
a lo que hoy conocemos como calculo diferencial, podemos damos cuenta de las grandes y muy
importantes contribuciones de cada uno de ellos, las cuales siguen utilizando.

Tanto Cauchy como Weierstrass jugaron roles muy valiosos en el desarrollo del analisis matematico
en el siglo XIX; con aportaciones para realizar definiciones muy precisas, teoremas importantes
y el ahondamiento en el estudio de funciones continuas y derivables, cuyo efecto se continua
usando.

Durante el siglo XX, el calculo continuo evolucionando via el desarrollo de la teoria de funciones,
el analisis funcional y la teoria de la medida. Asi mismo, hubo mas aportaciones como el calculo
vectorial, el calculo tensorial y el calculo de variaciones que hoy es parte fundamental de Ia
Informatica.

El calculo es parte integral de diversas disciplinas, incluyendo matematicas, fisica, ingenieria,
economia e informatica.

El analisis grafico de las funciones deja por sentadas las bases para que conceptos superiores,
como el limite de una funcion y derivada, sean mas faciles de comprender al momento de realizar
su estudio analitico. En este punto, es importante que se haya percibido la estrecha relacion que
existe entre una expresion algebraica polinomial y su respectiva grafica, observando similitudes y
coincidencias que se pueden aprovechar para una mejor comprension de otro tipo de funciones.
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Glosario

« Calculus: contar con las piedras. « Recorrido: es el conjunto de valores que toma la
variable dependiente. También se le conoce como
= Cociente: el resultado de dividir una cantidad por rango o imagen de |la funcion.
ofra.

« Tangente: recta que, en un intervalo, interseca con
« Constante: valor fijo, aunque puede ser no una funcion en un solo punto.
determinado.
- Variable: es un simbolo que representa un valor
« Crecimiento: que aumenta su valor. que puede cambiar.

« Decrecimiento: que disminuye su valor. « \Velocidad instantanea: velocidad de un movil en
un instante especifico del tiempo.
- Derivada: razon de cambio instantanea con la que
varia el valor de una funcion matematica.

« Funcion: relacion entre variables, donde a cada
elemento del primer conjunto le corresponde un unico
elemento del segundo.

« Grafica: representacion visual en un sistema de
referencia del conjunto de puntos que se obtienen
mediante una funcion.

- Incremento: aumento en el valor de una variable.

« Maximo relativo: punto en un intervalo de una
funcion en el que una funcion pasa de ser creciente
a decreciente.

» Minimo relativo: punto en un intervalo de una
funcion en el que una funcion pasa de ser decreciente
a creciente.

- Movimiento: accion y efecto de mover o desplazarse.

- Parabola: curva que resulta de graficar una funcioén
cuadratica.

- Pendiente: es el cambio de la variable y entre el
cambio de |a variable x.

- Polinomio / polinomial: expresion compuesta por
monomios con coeficientes reales y exponentes
enteros no negativos.

- Punto de inflexiéon: son aquellos puntos donde la
grafica de una funcion cambia de concavidad.
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Presentacion

En el modulo anterior conocimos algunas caracteristicas de las funciones algebraicas polinomiales,
una de ellas, es la continuidad en un intervalo de su grafica, es decir, podemos realizarla en un
solo frazo.

No todas las funciones algebraicas corren tal suerte, existen casos en los que las funciones tienen
rupturas o separaciones en sus graficas, algo que se traduce en funciones discontinuas.

Esas divisiones pueden tomar diversos nombres segun sus caracteristicas; en este modulo
aprenderemos a identificarlas y nombrarlas.

Algunos de los procedimientos que se emplean son conocidos como limites; es decir, obtener el
valor que adquiere la variable dependiente para un valor particular de la variable independiente;
en otras palabras, el valor de una funcion f (x) para un valor especifico de x, esto en los casos
que sea posible y en los que no explicar el por qué y, sobre todo, identificar como se comporta la
funcion en esos puntos.

Iniciaremos con la definicion formal de este concepto limite y lo aterrizaremos en teoremas que
resultan en una aplicabilidad mas comoda y simple, esto nos permitira descubrir el comportamiento
de funciones que de forma algebraica presentan errores o inconsistencias, como lo que ocurre
en las funciones racionales (division) o irracionales (raiz). Asi mismo, se abordaran otros tipos de
limites, como los laterales y aquellos en los que la variable independiente .

Antes de iniciar a hablar de limites de funciones cuando la variable independiente , empezaremos
por decir que, aungue se puede pensar que infinito es un numero que no tiene fin o0 es incontable
como las estrellas del cielo, este también puede tomar el valor de un numero real muy pequeno
0 grande.

Dentro del tema de continuidad identificaremos y aplicaremos el concepto en situaciones vy
fenomenos de la vida real en el cual utilizaremos limites, ya que veremos que debe de existir el
limite para que la funcion sea continua, esto te lo explicaremos de manera mas amplia.

También ocurre el caso donde la funcion es discontinua, conoceremos los tipos de discontinuidad
y como analizarlos utilizando el concepto de limite, asi como en ciertos casos, se puede reescribir
la funcion con el fin de que el limite tenga un valor definido.

Mediante los problemas de aplicacion veremos como utilizar estos conceptos en situaciones

reales, lo que facilitara la comprension y el analisis de tal manera que se relacionen con momentos
de la vida cotidiana.
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Actividad 1. Evaluacién
diagnostica

Instrucciones: antes de iniciar con la revision de los contenidos del modulo 11,
te invitamos a responder a la evaluacion diagnostica.

Esto te ayudara a descubrir los conocimientos previos que tienes sobre los
temas a abordar y, al mismo tiempo, le permitira a tu docente conocer fus
fortalezas y debilidades.

Para comenzar con el ejercicio, revisa en la plataforma SEDUCA la seccion de
Actividades (Estudiante) y responde a la actividad denominada: MIl Evaluacion
Diagnostica
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Actividad 1. Evaluacion
diagnostica

Instrucciones: antes de iniciar con la revision de los contenidos del mddulo |1,
te invitamos a responder a la evaluacion diagnostica.

Esto te ayudara a descubrir los conocimientos previos que tienes sobre los
temas a abordar y, al mismo tiempo, le permitira a tu docente conocer tus
fortalezas y debilidades.

Para comenzar con el ejercicio, revisa en la plataforma SEDUCA la seccion de
Actividades (Estudiante) y responde a |la actividad denominada: MIl Evaluacion
Diagnostica
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2.1 Limite de una funcion

Como ya se ha visto en el médulo 1, una funcién 7 (Xx) tiene asociada una grafica en un plano
cartesiano, la regla de correspondencia de la funcion nos permite obtener el valor de la variable
dependiente en el momento en que nosotros asignamos valores a la variable independiente, esto
se puede realizar por medio de una tabla, por ejemplo:

Sea la funcion:
f(x)=x?-4con €[-3,3]
En esta expresion se indica en forma de intervalo cerrado los posibles valores de la variable

independiente x que se desean considerar para la porcion de grafica a representar, para obtener
los valores de la variable dependiente y, debemos sustituir en la regla de correspondencia de la

funcion dada algunos valores representativos de x :

f(3) = (-3)2- 4 = 9-4 = &
f(-2.5) = (-2.5)%- 4 - 625-4 = 225
f(-2) = (-2)?- 4 = 44 = 0
f(-1.5) =

(-1.5)%- 4 = 225-4 =  -1.75

Al continuar esta secuencia, anotando los resultados en una tabla y elaborando la grafica
correspondiente con los puntos obtenidos se tiene:

Tabla 1.
(Grafica de una funcion polinomial cuadrada.
X y | A v M
o -3 o
B -2.5 2.25
c -2 0
D -1.5 -1.75
E -1 -3
F -0.5 -3.75
G 0 4 s
H 0.5 -3.75
| 1 -3
J 1.5 -1.75
K 2 0
L 2.9 2.25
M 3 5
Nota. Fuente: Evangelista E., M. A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Grafica de una funcion polinomial cuadradal.
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Por sus caracteristicas algebraicas, las funciones polinomiales son continuas a lo largo de todo
su dominio y su rango; no obstante, existe otro tipo de funciones que presentan “irregularidades”
asociadas a operaciones que no se pueden realizar o resolver, las mas comunes para los ejercicios
en este modulo son la division y la raiz cuadrada:

Tabla 2.
Operaciones con restricciones.
OPERACION RESTRICCION EJEMPLO
Division No es posible dividir entre 0 E
) No se puede calcular |a raiz cuadrada —
RAtz cuadiada de un numero negativo —2

Nota. Fuente: Evangelista E., M. A. (2025) Elaboracion propia. [Operaciones con restricciones].

ilntenta resolver estas operaciones en la calculadora y discute con tus companeros los resultados
obtenidos!

Tratemos de realizar el mismo procedimiento que la tabla 1 con la siguiente funcion algebraica
racional (es algebraica pero NO es polinomial):

flx) = E con x € [-3, 3]

Tabla 3.
Grafica de una funcion algebraica racional
X y &

A -3 -1 5.5
B 25 | -05 s v
c -2 0 5w 'L/.
D | 15 | 05 B :
E -1 1 3
F -0.5 1.5
G 0 2
H 0.5 2.9
I 1 3
J 1.5 3.5 -35 1 15 T T :5.5'1
K - {Iegrf;dn
L. 2.5 4.5
M 3 ) 35

Nota. Fuente: Evangelisia E., M. A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Grafica de una funcion algebraica racional].
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Podemos observar que en esta ocasion la forma misma de la funcion nos llevo a intentar resolver
una operacion que tiene la restriccion de la division entre 0; no obstante, también se intuye que la
grafica parece una recta, con la excepcion de esos valores cercanos a x = 2. Si continuamos con
la intuicion en la secuencia de la recta, incluso se podria afirmar que el valor de y es 4.

Para comprender mejor esta idea es necesario hablar del concepto matematico “limite de una
funcion”, el cual sera estudiado en el siguiente apartado.

2.1.1 Concepto intuitivo y su interpretacion
grafica

En palabras sencillas, el limite de una funcion se entiende como “el valor al que una funcion se
aproxima conforme sus valores de entrada se acercan cada vez mas a cierto numero” (Khan, s.f.).

En una version formal conocida como la definicion épsilon-delta, el concepto de limite establece
que (Hartman, s.f.):

Dejar [ ser un intervalo abierto que contiene a ¢, y dejar f ser una funcion definida en /, excepto
posiblemente en c. El limite de f(x), a medida que x se aproxima c, es L, denotado por

lim f(x) =L,

xX—=c

significa que dada alguna € > 0, existe 6§ > 0talque paratodax#c,si| x-c| < b, entonces |f
(x)- L | <E&. (Hartman, s.f.)

Considerando el ejemplo de la funcion algebraica racional de la tabla 3, intuimos que el valor de
la funcion en x = 2 es y = 4, aunque aun no lo podemos demostrar numéricamente. El concepto
de limite del parrafo anterior quiere decir que, cuando estamos cerca de y = 4 podemos crear
un intervalo, sumando o restando una pequena cantidad a la que denominamos € (épsilon), en
el que cualquier valor de y de ese intervalo (excepto 4) debe ser forzosamente obtenido con un
valor cercano a x = 2 (excepto 2), el cual se encontrara en un intervalo que se obtiene sumando
o restando una pequena cantidad a x = 2 a la que denominamos d (delta). Da clic en la siguiente
simulacion para comprender mejor esta idea, analiza el comportamiento de los siguientes puntos

clave:
R
flx) == :, £, 6, valorpropuestode f(2)=L=4 punto P
I—
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gt iy Limite y continuidad de una funcion

Figura 1.
Interpretacion grafica de la definicion épsilon-delfa del concepto limite de una funcian

3.5

Nota. Fuente: Evangelista E., M. A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Interpretacion grafica de la definicion épsilon-delta
del concepto limite de una funcion].

Como pudiste observar en la simulacion, para cada valor de y en el intervalo (L - €, L + £) siempre
resulta de un valor x del intervalo (x - 0, x + 0); sin embargo, en x = ¢ = 2 la funcion NO esta
definida. Al mismo tiempo se puede observar que al acercarse por la izquierda de x = 2, el valor de
Y se aproxima a 4, de igual forma, cuando nos acercamos a x = 2 por la derecha, el de y también
se aproxima a 4, lo cual refuerza nuestra suposicion de que el valor de la funcion en x = 2 debe
ser y = 4, lo cual se escribe como:

32

=4

yﬂ x—2

Esta nocion intuitiva grafica de limite también se puede explicar de forma analitica, lo cual
estudiaremos en el siguiente apartado.
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*_, (" Actividad 2.
"_ Concepto intuitivo y su
" interpretacion grafica

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza el siguiente ejercicio, sigue
las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para
comenzar con el ejercicio.
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Actividad 2.
Concepto intuitivo y su
interpretacion grafica

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza el siguiente ejercicio, sigue
las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para
comenzar con el ejercicio.
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2.1.2 Limites laterales: algebraicay

graficamente
En esta seccion se continuara el analisis de |a funcion:
2
x°—4
flx) = e

Si tomamos unicamente la recta horizontal del plano cartesiano que corresponde al gje x, y nos
acercamos a un valor de interés o estudio, como el numero x = 2 de |la tabla 3, tenemos la
siguiente aproximacion:

Figura 2.
Valores cercanos a x=2 en el gje x del plfano carfesiano.

| | .|

186 186 187 1.88 1.89 1.8 191 192 193 194 195 1.86 167 198 198 2 201 2.02 2.03 204 206 2.06 2.07 208 208 21 21 212 213 214 216 216

Nota. Fuente: Evangelista E.. M. A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Valores cercanos a ¥ = 2 en el gje x del plano cartesiano].

Las flechas verdes muesfran algunos valores que presentan un comportamiento periodico al

agregar nuevas (flechas izquierdas) o ceros (flechas derechas), estos valores son conocidos
como limites laterales.

El limite lateral izquierdo de una funcién para un valor dado g es la siguiente:

L= lim f(x)

X—1

El limite lateral derecho de una funcion para un valor dado g es la siguiente:

Lp = lim+ f(x)

X—a

“Cuando ambos limites laterales existen y tienen igual valor, decimos que el limite de la funcién en
el punto existe y tiene ese mismo valor” (Fernandez, s.f.):

1) Los limites laterales deben existir.
2) Los limites laterales deben ser iguales.

m @)= M=l o =1

Pensamiento Matematico Il ~ UAEMeéx o7



Mensaje

La Universidad Autonoma del Estado de Meéxico, en la busqueda permanente
de garantizar una educacion inclusiva, equitativa y de excelencia, se mantiene
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esta herramienta que potenciara tus habilidades digitales, tus conocimientos y tu
creatividad.
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Ahora vamos a calcular analiticamente los limites laterales de |la funcion para analizar si existen v,
ademas, si son iguales. Primero verifiquemos qué numeros estan cerca de x = 2 por la izquierda

y derecha:
Tabla 4.
Valores cercanos 8 ¥ = 2 en &l gje x del plano cartesiano
19
r‘
1.99 Valores cercanos a
e X =2 porlaizquierda
a -< 1.999 P d
- 1.9999
X =:2
2.0001
o ™
2.001
+ Valores cercanos a
) . 2 01 " x=2 por la derecha
b 21 -

Nota. Fuente: Evangelista E., M. A (2025) Elaboracion propia. [Valores cercanos a x = 2 en el gje x del plano cartesiano].

Ahora se sustituyen esos valores en la funcion:

2
xc—4
xX —
) =——
£(1.9) - (L9 -4 —0.39 B -
: e T —0.1 - '
f(199) = (1.99)* -4 —0.0399 B g
' T (99 -2z —0.01 B '
£(1.999) = (1999 -4  —0.003999 —
' - (1999)-2 —0.001 - :
£(19999) = (19999)° -4 _  -0D.00039999 o
' T (1.9999) -2 ~0.0001 B '
2) — 4
£(20001) = (2.0001)* -4  0.00040001 R
' -~ (20001)-2 0.0001 B '
F(2.00) = (2001 -4 _ 0.004001 3 % aa
' © (2.001) -2 0.001 - ‘
. (2.01)* — 4 0.040001
2.01 = - o= —— 4.01
f201) (2.01) - 2 0.01
: (21)2 -4 0.41
2.1 R R i = 4.1
f(21) (21)—2 0.1
Pensamiento Matematico Il UAEMeéx o8
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De los datos anteriores, pueden observar gque conforme nos acercamos a x = 2 por la izquierda,
el valor de la funcion se acerca mas a y = 4. El mismo caso ocurre cuando nos acercamos por la
derecha.

Por lo tanto, los limites laterales de la funcion son:

. ik, B9
;_xlgl‘“x—z_
e
D_xLT““I—Z-

En conclusion, el valor del limite de f(x) en x = 2 si es 4, matematicamente escrito de la siguiente
forma:

x° — 4
L. = lim = 4
xa2 ¥ — 2

Es importante no confundir el concepto de limite con el valor de y de la funcion, ya que la grafica
en realidad NO pasa por (2, 4), pero brinda una muy buena aproximacion para comprender
como se comporta la funcion en la periferia de ese punto; en otras palabras, la grafica de la
funcion se asemeja mucho a una recta con la unica excepcion de que NO pasa por ese punto; por
ende, es discontinua, y el punto (2, 4) es un punto de discontinuidad. El concepto y los tipos de
discontinuidad seran estudiados mas adelante.

Con toda la informacion recabada hasta el momento, la grafica de la funcion se representa de la
siguiente forma:

Figura 3.
Grafica de la funcion f (x) =

A

ai—y4
X=2

Y

Discontinuidad

Pa b= o e e —

L
=6 -5 -4 3 4 5 6 [) 8 9
=
Nota. Fuente: Evangelista E., M. A (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Grafica de la funcion f(x) = II___: ]
Pensamiento Matematico Il UAEMeéx 29
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Con la finalidad de practicar lo aprendido hasta ahora sobre limites laterales, calculemos los
limites laterales de las siguientes funciones algebraicas:

1) fx) = i con x =-3 (funcion algebraica racional)

X y
El limite lateral izquierdo existe,
(~ -3.1 -40 7\ porque para cada valor de xse
puede obtener un valor con la
= -3.01 -400 funcion.
a” < -
-3.001 -4000 Al aproximarse por la izquierda,
[ _J) estos valores tienden al infinito
-3 NO definido
-2.9999 40000
3 A El limite lateral derecho existe,
2,999 4000 porque para cada valor de x se
puede obtener un valor con la
< 2.99 400 g funcion.
Al aproximarse por la derecha,
estos valores fienden al infinito
a+ b 23 i _) positivo.

En este caso, los limites laterales existen, pero NO son iguales, por lo tanto, el limite de la
funcidon en x = -3 NO existe, es decir:

4 4
L, = lim =—00 A Lpnp= lim =400 & L= 1lim =3
I xa-3-x+3 D™ it x+3 =3 % + 3
Pensamiento Matematico Il ~ UAEMeéx 60
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La funcion f(x) = — es discontinua en x

x+3

= -3, ya que, al acercarnos a ese valor de x, los valores

de y se disparan uno al infinito positivo y otro al negativo, estos valores se aproximan a una linea
llamada asintota.

Graficamente se tiene la siguiente figura:

Figura 4.
Grafica de la funcion f

A
|

Di

4
9= 713

scontinuidad

Nota. Fuente: Evangelista E., M_ A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Grafica de la funcion f{x) = o ]

2) f(x)=+vx—1 con

a
r-
a+-z\
-

Pensamiento Matematico Il

X =1 (funcion algebraica irracional)

~

-

~

X Y
0.9 Error
0.99 Error
0.999 Error
0.9999 Error

1

1.0001 0.010
1.001 0.032
1.01 0.100
1.1 0.316

UAEMex

X4+3

El limite lateral izquierdo NO
existe, porque para cada
valor de x se presenta la

- raiz cuadrada de un numero

negativo.

Este valor no se calcula, aunque es
posible, con la finalidad de analizar
los limites laterales.

El limite lateral derecho existe,
porque para cada valor de x se
puede obtener un valor con la
funcion.

Al aproximarse por la derecha,
estos valores tienden a 0.

61
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En este caso, el limite lateral derecho existe, pero el limite lateral izquierdo NO; por lo tanto,
el limite de la funcién en x = 1 NO existe, es decir:

Li=limVx—1=3 A Lp=limVvx—1=0 =~ L=IlimVx—1=3

x=1" =1t x=1

Graficamente se tiene |a siguiente figura:

Figura 5.
Grafica de la funcion f{x) = vx —1

a5k

4
3.5

3
2.6

2
1.5

1
0.5 x

—
=1 D 1 2 3 4 5 B T 8 8 10 11 12 13 14
=0.5

Noia. Fuente: Evangelista E., M. A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Grafica de la funcion f{x) = vx —1 ]

Existen funciones que requieren ser representadas por varias reglas de correspondencia, estas
conocidas como funciones a trozos y graficamente generan varias secciones, por ejemplo, la

siguiente funcion:

- (x+3 x<-=4
f(ﬂ_[f—z x> -2

Esta notacion quiere decir que se empleara la regla de correspondencia x + 3 para todos los
valores de x menores que 2 (limite lateral izquierdo para x = 2), dado que es un intervalo
abierto en 2, no se puede emplear 2 para esta funcion. Por otra parte, para todos los valores de x
mayores o iguales a 2 (limite lateral derecho para x = 2), se emplea la regla de correspondencia
xE=k

Pensamiento Matematico Il ~ UAEMeéx 62
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: r+3 x<-2 _ i
3)r={5"", *Z7Sconx =-2 (funcién a trozos)
X ¥
- 21 0.9 - El limite lateral izquierdo existe,
porque para cada valor de x se
a” 201 0.99 puede obtener un valor con la
< - funcion.

-2.001 0.999 _ o
Al aproximarse por la izquierda,

- -2 0001 0.9999 -~/ estos valores tienden a 1.
Este valor no se calcula, aunque es
s, posible, con la finalidad de analizar

los limites laterales.
- -1.9999 1.99960001 =~ El limite lateral derecho existe,
_1.999 1.996001 porque para cada valor de x se
a'l‘ puede obtener un valor con la
3 -1.99 1.9601 - funcion.

Al aproximarse por la derecha
-1.9 1.61 :

- - estos valores tienden a 2.

En este caso, los limites laterales existen, pero NO
funcion en x = -2 NO existe, es decir:

x—==2- X

; 2 =
]_E‘IL‘LI[;I —2) =2

son iguales, por lo tanto, el limite de la

L= lim f(x) =2

La funcion f (x) es discontinua en x = -2, ya que, al acercarnos a ese valor de x, los valores de y

se aproximan a valores diferentes.

Graficamente se tiene la siguiente figura:
Figura 6.

Grafica de la funcién f(x) = [ x+3
I- -

i

2.5

Discontinuidad

y

x+ 4 x5 =4

Nota. Fuente: Evangelista E., M_ A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Grafica de la funcion f(x) = {ta B S |

Pensamiento Matematico Il UAEMeEX
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4)re = ;*H *=lgon x =1 (funcion a trozos)

2 x>=>1
X Y
- 0.9 0.829 " El limite lateral izquierdo existe,
porque para cada valor de X se
0.99 0.980 puede obtener un valor con la
a- < .. funcion.
0.999 0.998 , s =
Al aproximarse por la izquierda,
i 0.9999 0.999 .~ estos valores tienden a 1.
Este valor no se calcula, aunque es
1 posible, con la finalidad de analizar
los limites laterales.
< -1.9999 1.0002 El limite |lateral derecho existe,
porque para cada valor de x se
+ ) 150 L puede obtener un valor con la
a -1.99 1.0203 Tuncion:
% 19 12310 Al aproximarse por la derecha,
' ' estos valores tienden a 1.

En este caso, los limites laterales existen y son iguales; por lo tanto, el limite de la funcién en
x= -2es 1, es decir:

Li=lim(x?—x+1)=1 A Luzlilﬂ(z—xz}zl & L=limf(x)=1
x—

X1 x—=1

Graficamente se tiene la siguiente figura:

Figura 7. ’
Gréfica de fa funcion f(x) = | ;15" 131

184
1.6 y

1.4

12

o.a

0.6

0.4

0.2

X
-
-1.8 =18 -1. -1.2 -1 =08 =068 04 =02 0O 0.2 04 0e 0.8 1 1.2 1. 1.6 1.8 2 2.2

=0.2
-0.4
=0.6
0.8

Nota. Fuente: Evangelista E., M. A. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra. [Grafica de la funcion f{x) = 51' j* :,l :f t]
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El limite de una funcion no siempre representa una discontinuidad o una eventualidad en la
grafica de la funcion, de hecho, para muchas funciones la mayoria de los valores (y por ende
sus respectivos limites) de f (x) se obtienen simplemente sustituyendo el valor de x en la funcion
correspondiente. Los casos en los que se ha prestado mayor atencion en los ejemplos anteriores
son cuando se presentan estas inconsistencias o indeterminaciones.

En resumen, aplica lo aprendido y analiza el siguiente ejemplo para que identifiques cuando y en
qué condiciones existe 0 no un limite:

Figura 8.
Limites laterales de una funcion a frozos

A
o Y

-

- -

- -

| i

Nora. Fuente: Evangelista E., M. A. {2[’:25} Elaboracion propia con GeoGebra. [Limites laterales de una funcion a trozos |

En la imagen anterior se tienen los siguientes limites:

Valor de x Limite lateral izquierdo Limite lateral derecho Limite
x = =5 Jim_f(x) =2 im () =-1 lim f(x) = 2
x = —4 Jim_f(x) = —oo im  f(x) = o Jlim f(x) =2
X =-3 Jim f(x) =1 Jim f(x) =1 Jim f(x) =1
X ==2 Jim f(x) =1 Jim f(x) =1 Jim f(x) =1
=D Jim f(x) = -3 Jim, f(x) = -3 lim f(x) = =3
x=3 Jim f(x) =6 Jim, f(x) = 4 lim f(x) = 3
FR lim f(x) =0 lim, f(x) =0 lim f(x) = 0
x=7 Ili';'l_f(-r:l =2 I]iI;IJrf(I} =2 :1{1_[}::, flx) =2
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Los limites laterales son bastante Utiles para analizar el comportamiento de una funcion en
valores que presentan ambigledades como los mostrados en la Tabla 2 (divisiones y raices) o en
los casos de funciones a trozos; no obstante, existen teoremas que se pueden aplicar para que
el calculo del limite sea tan simple como una sustitucion, ya que el valor del limite se obtiene de
forma inmediata, a continuacion, se describiran algunos teoremas que se pueden aplicar para €l
calculo de limites. Los limites laterales continuaran siendo utiles y se aplicaran en los casos en
los que los limites por teoremas NO estén definidos.

Actividad 3.
Limites laterales:
algebraica y graficamente

:.Q_‘

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza el siguiente ejercicio, sigue
las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para
comenzar con el ejercicio.

()
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Introduccion

Estudiar el calculo diferencial a nivel bachillerato tiene una enorme importancia en virtud de que
permite comprender con mayor precision diversos tipos de fenomenos; desde conceptos fisicos
como el movimiento o la velocidad, hasta abstracciones como los son las curvas irregulares tanto
para el calculo de su area como el comportamiento de rectas tangentes a ellas, siendo estos
apenas unos pequenos esbozos de sus alcances.

Desde los tiempos de los antiguos griegos estos problemas se presentaban ya como retos a
resolver, aun con el surgimiento de poderosas herramientas algebraicas y la nueva geometria
analitica las respuestas a estas interrogantes distaban de tener una solucion.

Por esta razon iniciaremos esta aventura partiendo desde los origenes del calculo, recorriendo los
principales aportes de varios autores hasta los conceptos mas avanzados, lo cual nos llevara al
entendimiento de varios fenomenos naturales al lado de la matematica, la fisica y otras ciencias.

El calculo diferencial se apoya de la comprension de las funciones, sus graficas y las operaciones
que podemos realizar con ellas, como lo son la suma, |a resta, la multiplicacion y la division; ya
que estas se convierten en una herramienta para comprender y modelar el cambio, estableciendo
una relacion entre las funciones matematicas y los fenomenos en los contextos mencionados, sin
olvidar que se introducen nociones de términos que en su momento marcaron un paradigma de
la aplicacion de las matematicas, los llamados infinitesimos y los infinitos.

Una vez iniciadas las operaciones con funciones veremos que ello nos lleva a la compresion de
conceptos como continuidad y discontinuidad, crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos
relativos, concavidad y puntos de inflexion; los cuales estudiaremos inicialmente de forma intuitiva
para guiarte en este aprendizaje practico y dinamico para posteriormente abarcarlos de forma
analitica, con la finalidad de que adquieras las herramientas matematicas necesarias para
comprender conceptos importantes del calculo diferencial como son los limites y las derivadas,
para que puedas comprobar como estan relacionados con las definiciones anteriores.

Con todo lo descrito, el calculo diferencial muestra ser una disciplina matematica que tiene muchos
elementos que se interrelacionan entre si, esto debido a que tiene una larga historia dentro de la
humanidad, lo cual podras verificar tomado de |la mano de las progresiones y de las asignaturas
que llevaras en el mismo semestre, por lo que te ayuda a desarrollar el pensamiento logico, Ia
capacidad de analizar e interpretar datos y solucionar problemas.
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2.2 Teoremas para calcular el limite
de una funcion

2.2.1 Limite de funciones algebraicas

La siguiente tabla muestra algunos teoremas para el calculo del limite de funciones algebraicas
(Contreras et al., 2015):

1) Lil;'; k=k donde k es un numero real (una constante)
2)| limx=a
3)| limkx = ka donde k es un numero real (una constante)

X—{1

4) limx™ = g™

A=

5)| lLm[f(x) £ g(x)] = lim f(x) % lim g(x)

donde f(x) y g (x) son funciones reales
6)| Hm[f(x)-g(x)] =lim f(x) - lim g(x)

f(x) lim f(x)

__ Xx—a

7)| lim

xa g(x) yn: g(x) donde g (x) =0

8) | lim(f (o) = [lim £()]°

Aplicaremos estos teoremas con algunos ejemplos:

1) lim x =
x—=—2
apltcandu el tecrema 2
JHPEE = =
lim x = —4
x—+—2
2) lim 5x =
=3
aplicando el teorema 3
lim 5x —
g ~ 5@
—: 15
lim 5x =15
x—3
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3) lim 4x? =
x——1

aplicando el teorema 6

lim 4x3 — lim 4 - lim x3

x——1 x—=—1 a——1

aplicando los teoremas 1y 4
= 4:(-1)3
= 4-(-1)
= —4

lim 4x3 = —4

r——1

4) lim (Z=) =

r—=—d x+3

aplicando el teorema 7

(Sxpzy _ JimGx-2)
xr—=—idq
aplicando el teorema 5
lim 5x — lim 2
— x——id r——4
lim x + lim 3
x——i x——i
aplicando los teoremas 1, 2 y 3
~ 5(—4)-2
—4 + 3
- —20-2
=
=22
=
= 22
S5x + 2
lim ( ) =32
x——4\x —3
2) l-inﬁfh — 3 =
aplicando el teorema 8
, 3 . 3
Jl:_:;ra(?x +3) = L]%(?x 3)]
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aplicando el teorema 5

3
lim7x — lim 3

v —s b ¥ =0

aplicando los teoremas 1y 3
[7(0) — 3]°

031
[-31°

27

lim(7x — 3)% = —27

Como pudiste analizar en los ejemplos planteados, los teoremas permiten separar a los elementos
de las expresiones algebraicas y calcular limites de elementos individuales; por practicidad,
muchas ocasiones obviamos la escritura de los teoremas y los aplicamos de forma inmediata, por

ejemplo:

6) Jiml(sz +6x—3) =

x——

lim (2x? 4 6x — 3)

xoa—=1

2(-1)2 +6(—1)—3
2(1) + 6(—1) =3
2—6-3

—

lim (2x“ + 6x —3) = —7

x——1

4
: 2x+10
7) lim (2£22) =
r—35 M lo—Xx
i (2:-: + lli’jr)2
1m
x5\ 15 —x
Pensamiento Matematico Il UAEMeX
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-~ 16
’ (zx + 1u)‘* 16
wB\1E—wx)
8) Iy S TEtE.

r——3 Xx?-18

o M ST S 4(=3)? —7(=3)+8
3 x3— 18 (—3)3—18

4(9) — 7(—3) + 8
—27— 18

364+21+8
—45

. 248
9) lim 2=

x—»—2 x+2

E5-a ¥ LE SETETT

-8+ 8
—2:42

0

esto es indeterminado

En este caso, el resultado es indeterminado; resuelve este limite por limites laterales con la
finalidad de que verifiques si existe o no y, en caso de existir, cual es su valor.

10)  lim== =

= esto es indeterminado

En este caso el resultado es indeterminado; resuelve este limite por limites laterales con la finalidad
de que verifigues si existe 0 no y, en caso de existir, cual es su valor.
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Actividad 4.
Limite de funciones
algebraicas

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza el siguiente ejercicio, sigue
las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para

comenzar con el ejercicio.

. Universidad Auténoma
| » del Estado de México

P
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2.2.2 Limite de funciones cuando la variable

Para analizar el limite de funciones cuando la variable , tomaremos a cc como un numero real muy

grande; para ello estudiaremos varios casos; empecemos por el mas basico:

limx = oo
X
Y asi, podriamos tener diferentes tipos de ejercicios:
lim 5x = oo

X —+a

limx? - 2x= =
r—in

imx—3= o
X =g
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Actividad 4.
Limite de funciones
algebraicas

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza el siguiente ejercicio, sigue

las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para
comenzar con el ejercicio.

: - Universidad Auténoma
e del Estado de México

e —
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2.2.2 Limite de funciones cuando la variable

Para analizar el limite de funciones cuando la variable , tomaremos a o como un numero real muy
grande; para ello estudiaremos varios casos; empecemos por el mas basico:

limx = co
X —rEd
Y asi, podriamos tener diferentes tipos de ejercicios:
lim 5x = o

X+

lim x* — 2x = oo
aI—o

limx—3= m

R
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Actividad 4.
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comenzar con el ejercicio.
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Pero recordemos que podemos tener infinito positivo co e infinito negativo — oo, entonces:

lim —7x = —oo
X—u0
lim 2x = —oo
A=+=00
Ahora analicemos un ejercicio racional:
.
lim—== 0
Xx=mo X

Vemos que nuestro resultado es muy diferente a los anteriores, porque ahora tenemos un solo
objeto que vamos a dividir entre un numero muy grande, cuando hagamos esa division les tocara
una parte muy pequenita a cada uno de esos numeros, donde esa pequena parte se puede ir
haciendo nada, es decir cero, no les toca nada; esto quiere decir que |la funcion se acerca cada
vez mas al cero.

Entonces cada vez que dividamos cualquier numero entre el infinito, nuestro resultado siempre
sera cero.

Para ello se utiliza el siguiente teorema:

k
lim— =0parak € Ryn € N

r= o X

Para calcular el limite de una funcién en la cual x — oo, se divide cada término de la funcion entre
la variable con mayor exponente del denominador.

Pensamiento Matematico Il ~ UAEMeéx 72



Pensamiento Matematico lli
piecp bl vy Limite y continuidad de una funcion

Pero recordemos que podemos tener infinito positivo co e infinito negativo — oo, entonces:

lim —7x = —oo
X—u0
lim 2x = —oo
A=+=00
Ahora analicemos un ejercicio racional:
.
lim—== 0
Xx=mo X

Vemos que nuestro resultado es muy diferente a los anteriores, porque ahora tenemos un solo
objeto que vamos a dividir entre un numero muy grande, cuando hagamos esa division les tocara
una parte muy pequenita a cada uno de esos numeros, donde esa pequena parte se puede ir
haciendo nada, es decir cero, no les toca nada; esto quiere decir que |la funcion se acerca cada
vez mas al cero.

Entonces cada vez que dividamos cualquier numero entre el infinito, nuestro resultado siempre
sera cero.

Para ello se utiliza el siguiente teorema:

k
lim— =0parak € Ryn € N

r= o X

Para calcular el limite de una funcién en la cual x — oo, se divide cada término de la funcion entre
la variable con mayor exponente del denominador.

Pensamiento Matematico Il ~ UAEMeéx 72



Pensamiento Matematico lli
piecp bl vy Limite y continuidad de una funcion

Pero recordemos que podemos tener infinito positivo co e infinito negativo — oo, entonces:

lim —7x = —oo
X—u0
lim 2x = —oo
A=+=00
Ahora analicemos un ejercicio racional:
.
lim—== 0
Xx=mo X

Vemos que nuestro resultado es muy diferente a los anteriores, porque ahora tenemos un solo
objeto que vamos a dividir entre un numero muy grande, cuando hagamos esa division les tocara
una parte muy pequenita a cada uno de esos numeros, donde esa pequena parte se puede ir
haciendo nada, es decir cero, no les toca nada; esto quiere decir que |la funcion se acerca cada
vez mas al cero.

Entonces cada vez que dividamos cualquier numero entre el infinito, nuestro resultado siempre
sera cero.

Para ello se utiliza el siguiente teorema:

k
lim— =0parak € Ryn € N

r= o X

Para calcular el limite de una funcién en la cual x — oo, se divide cada término de la funcion entre
la variable con mayor exponente del denominador.

Pensamiento Matematico Il ~ UAEMeéx 72



Universidad Auténoma
del Estado de México

Pensamiento Matematico lli

Limite y continuidad de una funcion

Ejemplos:

o ] . lim ax+4
a) Calcula el limite al infinito 11 ===

Si hicieramos la sustitucion de X, por los 5%0.01+4
valores como: x = 0.01, x = 1°000,000 — =35
0L~ 3
Y como no podria definirse el resultado, 2 *1000,000 + 4 _
hacemos uso del teorema. 1°000,000 — 3
Dividimos cada término entre la variable de >x 4
mayor exponente del denominador, que en lim i 3
este casoes X. Y ¥
Sx 4
Como f = 1y aplicando teorema *=0>=0 Hit =—"
' x X x—oo X3
r X
: 5—10
Sustituyendo nos queda =0
5
Como resultado final tenemos =5
: Hx+4
El resultadoes: lim —— =5
x=cn X—3
T 2 : : 4x*—2x5
b) Calcula el limite al infinito lim Er: .
o T =3x'+2x
Dividimos cada término entre la variable de
mayor exponente del denominador, que en _
este caso es x °. 6x  4x* 2x
1 x5 x5 x5
' ; o 3x5  3x3 | 2x
De igual forma aplicamos la ley de los i i

exponentes: *~ _ ,m-n

IFI

Is . [ A El 4
Como — =1 y aplicando teorema — =0,— = Atz 2
O==0AZ= Bredey
: 2
Sustituyendo nos queda como resultado =g
6x+4x?=2x"
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c) Calcula el limite al infinito 1im =—

X— un .

Dividimos cada término entre la variable de
mayor exponente del denominador, que en X
este caso es x 2. .
lim iq j?l
' v X—00 G
De igual forma aplicamos la ley de los it
exponentes: X — ym-n
=0
g : " 9
Como = = 1y aplicando teorema ﬁ = L‘l.i =0 o
0—-0
L By
0
Sustituyendo nos queda como resultado i
. xt=1
El resultado es; !Im 57 =0
& Actividad 5.

k Limite de funciones cuando
la variable

_—
=
|'...Il
b

Instrucciones: para reforzar el tema visto, realiza el siguiente ejercicio, sigue
las indicaciones para seleccionar la respuesta correcta. Da clic aqui para

comenzar con el ejercicio.

o % :‘.; l..-|
Universidad Auténoma
del Estado de México

Pensamiento Hatematioo

ITX
Miadulol X
Actiwvydad S5

M
M 0

Cu
INF

Pensamiento Matematico Il UAEMeEX



AR Pensamiento Matematico lll
pepshiiprpiiiy Limite y continuidad de una funcion

2.3 Continuidad de una funcion

Continuidad es algo que realizamos sin interrupcion; es decir, si aplicamos la continuidad de una
funcion, podremos decir que la esta es continua; ejemplo: cuando no necesito levantar el lapiz
para realizar la grafica de la funcion.

Veamos dos ejemplos de representacion grafica, en ellas podemos apreciar como en la primera
grafica se puede ver que la funcion es continua, porque no hubo necesidad de despegar el lapiz
para lograr el trazo y caso contrario en la segunda representacion grafica se ve perfectamente
que no es continua, debido a que el trazo de la misma no se pudo hacer sin levantar el [apiz para

lograrlo.
Figura 9. Figura 10.
Grafica que no tiene inferrupciones Grafica que fiene interrupciones
Grafica que no requiere interrupcion Grafica que requiere interrupcion
|
~ | ' /

| / - |

|

| / ||

| e o |

/ |

Nota. Fuente: Gonzalez N., G.P {2025) Elaboracion propia con | Nota. Fuente: Gonzalez N., G.P. (2025) Elaboracion propia con
GeoGebra. [Grafica gque no reguiere interrupciones]. GeoGebra. [Grafica gue requiere interrupciones).

A continuacion veremos como podemos verificar si la funcion es continua en un punto.

2.3.1 Continuidad de una funcion en un
punto

Para analizar la continuidad de una funcion en un punto, es posible hacerlo analitica y graficamente;
para ello se deben de cumplir tres condiciones:

a. Existe el limite de la funcion f (x) en x= a. f(a), esto Es:;i_l}ﬂa fx)=1L
b. La funcion esta definida en x = a, es decir, existe f(a), esto es: f(a) = L

c. Los dos valores anteriores coinciden, esto es: lim f(x) =f(a)
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Tips para cuando se tiene una funcion racional y se evalua la continuidad y se obtiene _:

1. La funcion se evalua sustituyendo el valor de x
2. Los limites los factorizo
3. Compruebo la igualdad del punto 1y 2

Ejemplos:
1) Analiza la continuidad de la funcién  f(x) = x* + 2x* + 2x - 1 en X =1, yrepresenta
graficamente.

1. Evaluamos la funcion en x =1, es decir F(D = (P +2(1)2+2(1) -1

f(1) f(=1+2+2-1

fid]) ==

limx? +2x2 +2x—1
1

2. Obtenemos el limite lim(1)? +2(1)* + 2(1) = 1
limx*+2x* +2x-1=4

3. Comprobamos que ambos resultados f)=4=limx®+2x2+2x—1=4
sean iguales 2

~ lafuncion f(x) = x*+ 2x2 + 2x-1, es continua en x =1

Figura 11.
Grafica de confinwidad F(x) = x3+ 2x2+ 2x -1

A

4

L

-3

f

[ |
Nota. Fuente: Gonzalez M., G.P. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra.

[Grafica de continuidad 7 {x) = x3+ 2x2 + 2x -{].
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2. Los limites los factorizo
3. Compruebo la igualdad del punto 1y 2

Ejemplos:
1) Analiza la continuidad de la funcién  f(x) = x* + 2x* + 2x - 1 en X =1, yrepresenta
graficamente.

1. Evaluamos la funcion en x =1, es decir F(D = (P +2(1)2+2(1) -1

f(1) f(=1+2+2-1

fid]) ==

limx? +2x2 +2x—1
1

2. Obtenemos el limite lim(1)? +2(1)* + 2(1) = 1
limx*+2x* +2x-1=4

3. Comprobamos que ambos resultados f)=4=limx®+2x2+2x—1=4
sean iguales 2

~ lafuncion f(x) = x*+ 2x2 + 2x-1, es continua en x =1

Figura 11.
Grafica de confinwidad F(x) = x3+ 2x2+ 2x -1

A

4

L

-3

f

[ |
Nota. Fuente: Gonzalez M., G.P. (2025) Elaboracion propia con GeoGebra.

[Grafica de continuidad 7 {x) = x3+ 2x2 + 2x -{].
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